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Introduction

Objectif

Amélioration de l ’approximation des 
interfaces de diffusion  

Position du problème

Le système de diffusion de chaleur traité est 
celui d ’un mur, représenté selon le schéma 
bloc suivant:
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Introduction

Tel que :    

φ : le flux de chaleur

T(0,t) : la température à l ’extrémité A

Rth : résistance thermique entre le mur et l ’air
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La relation entre T(x,t) et φ (x,t) est gérée par l ’équation 
suivante:



4

Introduction

Avec     

α : coefficient de diffusivité thermique

λ : conductivité thermique

ρ : masse volumique

c : chaleur massique
En appliquant la transformée de Laplace, le transfert 
s ’écrit alors :
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Introduction

Différentes approches ont été proposées 
pour modéliser ce type de système . En ce 
qui concerne les travaux du  LAII, un premier 
modèle a été proposé, son transfert est 
donné par:
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Introduction

lorsque  ω tend vers l ’infini, n  vaut toujours 
0.5  

Elle ne prend pas compte la géométrie du 
système.

Défaut de cette approximation

Exemples
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Introduction
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Introduction
Il faut donc améliorer l ’approximation à
fréquence finie, pour cela une deuxième 
approche est proposée, qui permettra 
d ’approcher le système de diffusion de 
chaleur à fréquence moyenne en respectant
n        0.5 lorsque ω ∝
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Autres approches  

- LAP  Olivier COIS (2002), le modèle est :   
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Introduction

  
  5.0s Décomposé en un modèle discret (approximation 

numérique du dérivateur)

HN (s) est un modèle linéaire par rapport aux paramètres, 
donc estimation des an et bn par moindres carrés.

- LAP  R-MALTI  (2003)

Utilisation de bases orthogonales fractionnaires:

  
.....)(2
.....)(2)(Goù     

 (s)G (s)

2
10

2
10

i

i

N

1
i

+++
+++

=

= ∑

nn

nn

N

sasaa
sbsbbs

H α



10

Introduction

N : déterminé par connaissance a priori

  
  iα : estimé par moindres carrés

- G-MONTSENY et AL.1998

Utilisation d ’une représentation diffusive:
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Introduction

  
 carrés moindrespar  estimé : c

priori a choisi:

k

kξ

Remarques:

- nécessité de choix a priori

- nombre élevé de paramètres pour obtenir une estimation
satisfaisante

- lien avec la physique (?)
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1 - Rappel sur les intégrateurs fractionnaires 

2 - Méthode d ’identification  

3 - Etude en simulation numérique

4 - Exemple sur système réel

5 - Conclusions 
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Rappel sur les intégrateurs fractionnaires

Le diagramme de Bode de l’intégrateur  :
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Rappel sur les intégrateurs fractionnaires

Système non entier

Intégrateur d’ordre non entier :
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Rappel sur les intégrateurs fractionnaires

Représentation analytique de 
l’intégrateur d’ordre non entier
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Rappel sur les intégrateurs fractionnaires

Représentation d’état de l’opérateur
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Rappel sur les intégrateurs fractionnaires

Ou de manière équivalente :
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Rappel sur les intégrateurs fractionnaires

Représentation d’état d’un système non entier

On obtient la représentation d’état globale :
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Méthode d ’identification

Identification par erreur de sortie

Considérons le modèle d’état global du système :
( ) ( )uBxAx θθ +=&

( ) ( )uDxCy T θθ +=

On définit l’erreur de prédiction de sortie
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Méthode d ’identification

Principe des algorithmes à erreur de sortie

Algorithme 
de P.N.L.

Critère

J
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bruit
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ŷ



23

Méthode d ’identification 

Identification par erreur de sortie

Algorithme d’identification
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Etude  en simulation numérique 

Simulation numérique du mur par différences finies

Pour résoudre numériquement l ’équation de la chaleur :
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Etude  en simulation  numérique

Chaque tranche, de section S, possède : 
- une résistance thermique

s
xRi

∆
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- une capacité thermique

xscCi ∆=      ρ

Ce qui conduit pour  l ’abscisse  : xix ∆=
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Etude  en simulation  numérique
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Conditions aux limites:

en A : on impose φ (0,t)

en B : on impose T(L,t) 

On obtient ainsi un système de    équations différentielles.I
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Etude  en simulation  numérique
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Etude  en simulation numérique 

( )
( ) A  interfacel' à 

sortie laest  t0,T
 excitationl'est  ,0



Φ t

En pratique: T(L,t) = cte. 

L ’analyse harmonique de ce modèle, avec  I=300
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Cas d ’un seul intégrateur

[ ]             ˆ
00 αθ ba

T
=

On définit les paramètres à estimer
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On considère le système d’ordre non entier

Etude  en simulation numérique 

Cas de deux intégrateurs

Son transfert est le suivant: 
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Etude en simulation numérique 

Protocole de simulation

On excite par une SBPA (φ (0,t) ) et on mesure la sortie 
simulée correspondante, non bruitée. On a testé différentes 
excitations.

Excitation pauvre
Excitation moyenne

Excitation riche
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Etude en simulation numérique 

Modèle un intégrateur Hn(s)

Modèle deux intégrateurs Hn1,n2(s)

Les paramètres estimés  pour l ’excitation moyenne sont :
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Etude en simulation numérique

Pour chaque essai, on a identifié )(et   )(
21 , sHsH nnn

et  comparé les réponses harmoniques de ces modèles avec
la réponse théorique.
Réponses fréquentielles
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Etude en simulation numérique

Réponses fréquentielles
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Etude en simulation numérique

Réponses fréquentielles
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Etude en simulation  numérique

Réponses temporelles

Excitation pauvre

H(s) et Hn(s)
H(s) et Hn1,n2(s)
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Etude en simulation  numérique

Excitation moyenne

H(s) et Hn(s)
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Etude en simulation  numérique

Excitation riche

H(s) et Hn(s)
H(s) et Hn1,n2(s)
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Exemple sur  système réel

Description
Enceinte de
température fixe

Transistor de puissance : source de flux de chaleur

Sphère de laiton

Capteur

Flux de
chaleur
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Exemple sur  système réel

L ’identification sur le système réel a donné les résultats 
suivants:

Modèle un intégrateur Hn(s)
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Modèle deux intégrateurs Hn1,n2(s)
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Exemple sur  système réel
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Exemple sur  système réel

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
-0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04
Sortie

Temps (s)

yexact
y2
y1



44

-160

-140

-120

-100

-80

-60

-40
M

ag
ni

tu
de

 (d
B)

10
-4

10
-2

10
0

10
2

10
4

10
6

-90

-45

0

Ph
as

e 
(d

eg
)

Bode Diagram

Frequency  (rad/sec)

H2(jw) 

H1(jw) 

Exemple sur  système réel



45

1 - Rappel sur les intégrateurs fractionnaires 

2 - Méthode d ’identification  

3 - Etude en simulation numérique

4 - Exemple sur système réel

5 - Conclusions



46

Conclusion

- Modélisation et identification des systèmes fractionnaires
à l ’aide d ’un opérateur d ’intégration non entier

- Amélioration de  l ’approximation fréquentielle à l ’aide  
d ’un modèle à deux intégrateurs non entier

- Nouveaux travaux pour la validation des modèles avec 
différentes géométries


