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Définition de la récursivité fréquentielle

La synthèse repose sur une distribution récursive de N zéros et N pôles réels, soit :
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Illustration de la récursivité fréquentielle

Un dérivateur non entier peut également être réalisé par une distribution récursive 
des paramètres physiques des éléments le constituant : récursivité systémique.



Applications
- simulations numériques
- simulations analogiques des systèmes linéaires non entiers
- réalisations technologiques
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Domaine de la mécanique
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Du tamis de Sierpinski de dimension spatiale δs = 2
au réseau de Sierpinski 
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Du tamis de Sierpinski de dimension spatiale δs = 3
au réseau de Sierpinski 
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Impédance d’entrée
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Généralisation à une dimension spatiale +ℜ∈sδ
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Conclusion

Sur le plan théorique

Dimension fractale d

Dimension spatiale δs Ordre non entier m

Réalisation complexe

Sur le plan applicatif

Choix de l’ordre m limité à 2 valeurs

m(δs = 2) = 0.683 m(δs = 3) = 0.774
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D’un tamis de Sierpinski à une structure arborescente
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Résultats de l’analyse

Pour un même début de structure, la longueur du blocage de phase dépend du 
nombre de niveaux de la structure. 

En effet, plus ce nombre est important plus la longueur du blocage de phase 
est grande.
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Le début de la structure fixe la valeur du blocage de phase.

Ainsi, plus la première ramification apparaît loin dans la structure, plus la 
valeur du blocage de phase est faible.

début
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Méthode de synthèse
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Exemple
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Conclusion

Sur le plan méthodologique Méthode « gourmande » en temps de calcul

Sur le plan applicatif
Choix de l’ordre m non limité

Diminution du nombre de cellules

Exemple comparatif : 
réseau Sierpinski δs = 3 ==> 96 cellules RC, 
soit 14 fois plus que la structure arborescente
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Diffusion

Objectif initial :

Réaliser dans le domaine de l’hydraulique un dérivateur d’ordre non entier 
réel borné en fréquence à partir de l’étude de la diffusion d’un fluide viscoélastique 
dans un massif poreux.



Si l'on admet que la dimension des billes devient faible devant les dimensions 
du massif, alors il est possible de supposer qu'il existe une loi homogénéisée au 
niveau de l'élément différentiel, à savoir une capacité élémentaire du milieu par 
unité de volume, notée c0, et une conductivité hydraulique élémentaire du milieu 
par unité de surface, notée k.

Approche par discrétisation Approche par les EDP



Approche par les EDP
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Dans le cas d’une demi-sphère perfusée par son centre, la symétrie de 
l’écoulement conduit à une pression indépendante de θ et φ.

r0

re

Flux de fluide viscoélastique 

( ) ( ) ( ) .
t

t,rP
k
c

r
t,rP

r
t,rP

r
02 0

2

2
=

∂
∂

−
∂

∂
+

∂
∂

Finalement, l’équation aux dérivées partielles décrivant en coordonnées 
sphériques le comportement dynamique du système est définie par une équation 
de diffusion de la forme :



La résolution par l’utilisation de la transformée de Laplace et des conditions 
aux limites conduit à un transfert de la forme :
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En isolation vibratoire et en particulier dans le domaine des suspensions de véhicules, le 
dérivateur d’ordre non entier borné en fréquence est réalisé en technologie hydropneumatique. 

Arrangement parallèle de cellules RC en série 
C0

Capacité 
hydropneumatique

Résistance
hydraulique

C1 C2 Ci CN 

R1 R2 Ri RN 

Arrangement en cascade de cellules RC en gamma 
C0 C1 C2 Ci CN 

R1 R2 Ri RN 
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Démarche de conception

Méthodologie de la commande CRONE

Forme idéale : 4 paramètres de synthèse de haut niveau

Forme réelle : N pôles et N zéros (2N paramètres)

Relations établies

Relations ???

Technologie hydropneumatique : 2N paramètres technologiques pour les R
2(N+1) paramètres technologiques pour les C

(2(2N+1) paramètres,  soit 22 pour N = 5)

Relations ???

Arrangement parallèle de cellules RC série : N résistances et N+1 capacités
(2N+1 paramètres)

1er cas :



Démarche de conception

Méthodologie de la commande CRONE

Forme idéale : 4 paramètres de synthèse de haut niveau

Relations établies

Forme réelle : N pôles et N zéros (2N paramètres)

Arrangement parallèle de cellules RC série : N résistances et N+1 capacités
(2N+1 paramètres)

Relations ???

1er cas : Relations ???

Technologie hydropneumatique : 2N paramètres technologiques pour les R
2(N+1) paramètres technologiques pour les C

(2(2N+1) paramètres,  soit 22 pour N = 5)



Relations entre les paramètres physiques et les paramètres technologiques
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Démarche de conception

Méthodologie de la commande CRONE
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Méthodologie de la commande CRONE
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Performances
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Arrangement cascade de cellules RC en gamma

.m/Nsb,m/Nk
,m/Nsb,m/Nk

,m/Nsb,m/Nk
,m/Nsb,m/Nk

,m/Ns.b,m/Nk
,m/Nk

73766941
64811091

7035211
3715952

52442314
62510

55

44

33

22

11

0

==
==
==
==
==

=

Paramètres physiques

Paramètres technologiques
Accumulateurs Résistances

.cmV,barP

,cmV,barP

,cmV,barP

,cmV,bar.P

,cmV,barP

,cmV,barP

3
0505

3
0404

3
0303

3
0202

3
0101

3
0000

4008

40013

4009

40055

7518

757

==

==

==

==

==

==

.mm.l,mm.d
,mm.l,mm.d
,mm.l,mm.d
,mm.l,mm.d
,mm.l,mmd

RR

RR

RR

RR

RR

181852
081753
901954
442355
88216

55

44

33

22

11

==
==
==
==
==



( )
ii

max
i VP

gMk
max

00

2

γ=pour Mmax = 150 kg

maxi

v
maxi k

SC
2

=

( )
∑

+
+

==

=

N

i

i
i

v
N

sC
R

sC

sS
)s(Z

)s(UsD

1
0

2

10
1

1

1er cas

( )

sC
R

....

......
sC

R
sC

R
sC

sSsD v
N

5
5

2

2

1

1

0

2

1
1

1
1

1
1

1

+
+

+
+

+
+

+
+

=

2eme cas



Réponses fréquentielles Mmin = 75 kg Mmax = 150 kg
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Réponses fréquentielles Mmax = 150 kgMmin = 75 kg
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Réponses temporelles Mmin = 75 kg Mmax = 150 kg
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Analyse de la variation des pôles et des zéros
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- Les pôles et les zéros varient avec M les fréquences transitionnelles translatent

le comportement d’ordre non entier n’est 
pas modifié (notamment le blocage de phase)

- Les facteurs récursifs α et η
restent constants

Robustesse du degré de stabilité : propriété intrinsèque à l’approche CRONE

- Au voisinage de ωu, compensation des
variations de gain du procédé et du régulateur

ωu = constante

Robustesse de la rapidité : propriété intrinsèque à la technologie hydropneumatique



Domaine d’application

Les suspensions de véhicules automobiles
(en collaboration avec la DRIA de PSA Peugeot Citroën)

dashpot

k21 k22 k23

b21 b22 b23

Correcteur d’assiette
à commande mécanique

Suspension CRONE passive multisphère

Trophée AFCET’95

Suspension CRONE Hydractive

Valve
tout ou rien
3 positions

Caisse

3 modes de fonctionnement


