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Objectif

Ameélioration de | ’approximation des
interfaces de diffusion par modeles
fractionnaires

Position du probleme

Le systeme de diffusion de chaleur traite est
celui d ‘'un mur, représenté selon le schema
bloc suivant:
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Tel que :

¢ . le flux de chaleur

T(0,t) : la température a | ’extrémité A
Rth : résistance thermique entre le mur et | ’air

La relation entre T(x,t) et ¢ (x,t) est gérée par | ’équation
suivante:
OT (x,t) 07T (x,t)

a
Ot Ox*

d(x,t)=—-A1 0T (x,1) avec o = A

Ox O C
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Avec

Q. . coefficient de diffusivité thermique
A I conductivité thermique
p . masse volumique

¢ . chaleur massique

En appliquant la transformée de Laplace entre la sortie T(O,t)
et | ‘'entee ¢(O,t) de notre modele, le transfert s "ecrit:

AR \/?+1+(A.Rth.\/7—l)e“L
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lorsque o tend vers | ’infini,

Ja

0.5
S

H(s) =

Differentes approches ont eté proposées
pour modéliser ce type de systeme . En ce
qui concerne les travaux du LAll, un premier
modele a éte proposé, son transfert est
donné par:

b
HI(S): : n
a, + s
: b, :
Ou G =— (prise en compte de R, )
@y

0 <n <1 s ’adapte au systeme



Défaut de cette approximation

lorsque o tends vers | ’infini, n vaut
toujours 0.5

Elle prend en compte la géeomeétrie du
systeme mais pas la physique.

Exemples







Il faut donc améliorer | ‘approximation a
frequence finie, pour cela une deuxieme
approche est proposée, qui permettra

d ’approcher le systeme de diffusion de
chaleur a frequence moyenne en respectant
n__,05lorsque w —»

Soit
b, +bs"
H,(s)= . nls avec n, =0.5
a,+as ' +s

En imposant n2, et en ajustant n1 et les
autres parametres , on peut améliorer Ila
capacite d’approximation a frequences
intermédiaire en respectant n— 0.5

-~ lorsque @ — «

Puisque (ordre relatif n1+n2-n1=0.95)
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Rappel sur les intégrateurs fractionnaires

Le diagramme de Bode de I'intégrateur :

n=I 71 hon entier n=1
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Représentation analytique de I'intéeqrateur d’ordre non entier
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] a)l aveC a ot nzl_ loga

@' 1=n w; avec n>1 log an

Intégrateur d’ordre non entier :
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Représentation d’état de 'opérateur

On obtient Mpx;=4;x;+Bru

10 0
—a 1 :
M= 0 -a I :
0
0 0 —-a 1

0 0 0 | Gn

0] —w; : 0

Ar=| 0 w, -w 5,

0 :

0 0 oy -oy 0
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Ou de maniere équivalente :
. * %
Xy =A; x;+B;u

avec
A =M1 4
B =M;'B,
Systeme d’ordre non entier :
Soit le systéme H,(s)= ris) __ b (ol 0 <n<1)
Uls) a,+s"
g Y
= 1, (s) Yint oy py
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Représentation d’état d’'un systeme non entier

On obtient la représentation d’'état globale :

x=Ax+Bu
y=C"x
avec
0 0 —ap)
%k E . 0 *k T
A=A; +| . , , B=B,, C' =0
_0 ; ; 0 —

0 by}
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Représentation d’état du systeme non entier proposeé

Soit le systeme suivant:

TAOE

n
b, +b,s"

a,+as" +s

n, =0.5

n1+n2

Le modele d'etat correspondant est le suivant :

A =

B

%

I,

% * T

A B.C

—-BnayC, An-BnaCy |
0

avec (' = [bOCTI1 blCsz]
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Identification par erreur de sortie

Considérons le modele d'état global du systeme :
A(0) x+B(O)u

X

y=C"(0)x+D(O)u

On définit | 'erreur de sortie
Er =Yk~ Vk (MQ)

AN

*

mesure : Vi = Vi + by modéle

On cherche ¢ qui minimise :

J= ¢k
=1
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Meéthode d ’identification

Principe des algorithmes a erreur de sortie

Systeme y
— | 0 3

= R Cicre

y T -
Modele

D

6

Algorithme
de P.N.L.
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Identification par erreur de sortie

Algorithme d’identification

011 :Qi—{[Jée + AT lﬁ}ézg

=7

avec

Jo=-2) ¢ 0., -:gradient

K
Jow=2) 0., o :hessien
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1/- Simulation numeérique du mur

Pour résoudre numeériquement | ‘équation de la chaleur :
0T (x,t) A 0°T(x,t)
Ot pc Ox’ {L =1 Ax

On discrétise spatialement le mur avec ,
X, =1Ax
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Chaque tranche, de section S, possede :
- une résistance thermique

Rizle
A s

- une capacité thermique

C. =pcsAx

l

Ce qui conduit pour | ’abscisse X; = IAXx :

r, Moorn Ko

I I+1
+
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v _ 1 (¢ o1,
it R C

dveC

C
R, C, = L Ax?
A

Conditions aux limites:

en A : on impose ¢ (0,t)

en B : on impose T(L,t)
En pratique: T (L,t) = cte
®(0,7)est I'excitation | |

T(0, t )est la sortie
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On obtient ainsi un systeme de I equations différentielles,

| "analyse harmonique, pour |/ = 300 .
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2/- Simulation numérique du cylindre

On considere un cylindre de rayon ., de longueur f on

>

-

L = IAu
discretise spatialement le cylindre avec u. = iAu
kL — rmax B rmln

elementary

block
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Vmax - rayon maximal lorsque 7 =/

Vmin - rayon minimal lorsque =0

Chaque tube élémentaire, possede :

- une résistance thermique

R, = :
2nAH

- une capacite thermique

C. =2rnpcHAu"
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On obtient ainsi un systéme de | équations différentielles.
L ’analyse harmonique de ce modéle, avec [ = 1000 .

o
=
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Réponses temporelles
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3/- Simulation numerique de la sphere

On considere une sphere de rayon 7,_.., on discrétise la sphere
en I volumes élémentaires, d épaisseur Au

(L = IA u
avec < u.=1iAu
L

= r - r_.
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Chaque couche, possede :

- une résistance thermique

R, = :
A47A A u

- une capacite thermique

C. =4npcHAu’

l
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On obtient ainsi un systéme de | équations différentielles.
L ’analyse harmonique de ce modéle, avec [ = 2000 .
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Réponses temporelles
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Cas d ’'un seul intégrateur
On considere le systeme d’ordre non entier
bO

n
7

H (s)= : 0<n<l

On définit les parametres a estimer
AT
0 = [ a, b, « ]
Cas de deux intégrateurs

Son transfert est le suivant:
b, +b,s"

a,+as" +s

H,(s)= n, =0.5

nl +n2

QM :lao b, a, b 051J
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Pour chaque essai, onaidentifie H (s) et H,  (s)

et compare les reponses harmoniques de ces modeles avec
la reponse théorique, selon les trois geometries.

Réeponses frequentielles (cas du mur )
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Reponses temporelles (Excitation moyenne)

H(s) et Hn(s)

| H(s) et Hn1,n2(s)

36



Frequency(radisec)

Fmmmmme e e
e

=

et ooy T

Ty .
1 .
E0----
A00f-----
T3

(yplapryuBe (Bapjaseyd

Ty .

(yplapryuBe (Bapjaseyd

h
]
=
=
=

Coplaprpube oy

-~
(¢}
A

ge)

=

—
)
=]

ko)
72
©

L
3

-

2

e
C
)
=]

2

=
7]
)
7]
c
S

)

x

[Bapiazeyd




Reponses temporelles (Excitation moyenne)

H(s) et Hn(s)
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I

Frequency(rad/sec)
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Reponses temporelles (Excitation moyenne)
H(s) et Hn(s)

4| H(s) et Hn1,n2(s)
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- Contribution a la modélisation et | ’identification des
interfaces de diffusion par modeles fractionnaire

- Amélioration de | ‘approximation fréequentielle a | ’aide
d ‘un modeéle a deux intégrateurs non entier

- cette étude a montreé | ’intérét et la limite du modele
a un seul intégrateur

- Une idée plus originale peut étre mise en ceuvre, en
utilisant toujours le modele a un intégrateur mais avec
un ordre qui varie avec la fréquence.

42



