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» Connaissant :

F(S)_ S0.8+S0.6+2
S1.4+S0.8+S0.6+1

» Calculer :
| F ||2 —1.44



Théoreme de Parseval

S FGofFlo)do gy I, = 1700 d

7,

orme H, en fréquentiel Norme L, en temporel

Cette équivalence n’est valable que s1 F(s) est stable



» La Minimisation de la norme L, d’une erreur d’approximation :

est utilisee dans la majorite des méthodes de réduction d’ordre de
modele en automatique classique et pourquoi pas dans le
fractionnaire ?

» Lanorme L, peut étre utilisée comme critére d’approximation
2
d’un modele fractionnaire par un modele entier — Mais ...

. est-ce la bonne mesure ?



» Objectif initial :
Synthetiser une base orthogonale adaptée aux systemes
fractionnaires par orthogonalisation de Gramm-Schmidt

1
s"+ A

lére étape : normaliser la premiére fonction : B, (s)=

=15

Mais, comment calcule-t-on |B,(s)| ?




1
s"+ A

Calcul de la norme H, du cas particulier B, (s)=

Géncralisation a tout type de fonctions de transfert a D.F.

Définition de la commensurabilité
F.T. implicite vs F.T. explicite
Stabilité des F.T. a D.F

Conclusions — Perspectives — Interrogations
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om (1970) a développé une méthode pour calculer ||B||§ _ ! Of : d.

27 o (jo+ AN~ joo+ 1)

It = I +||B|;, =277 T Res(F(z), poles

21
o=



» 1= 1 (1
B, = d
3 LGy Gy
. 1 1
» Changement de variable : o' =x  do= dx
L
I -——— s
Ox2+24 COS(?Z' ij +A°
L
» On définit : G(Z): - Isz(z)dZ
z°+24 COS(ﬂ' g)z + X 0

I1 suffit d’intégrer G(z) sur le demi axe réel R™

G(z) n’¢tant pas holomorphe, on réalise une coupure sur
[0, oo et on limite la variation des arg(z) dans ]0, 2|

Pour calculer /, on préfere intégrer le long du contour ferme de
la figure suivante :



lim 7, =0 sin>—
R—o 2

lim /[, =0 si0<n<—
R— 2

I, =0sin>0

Selon le théoréme des résidus :

Ip =1 #1401, +1 =27 Res(G(z), poles)



1 ycotf —n 1
||Bn||2=—/1(” 2) (2 S1 5<n<2 etn =1

Jo.J = si- 0
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LLa discontinuité en n = 1 est « removable »




> Minimum en zn = 1



si0<n<l, B,(s) n’a pas de pole
sin=1, B,(s) a un seul podle stable
sil<n<2, B, (s) a deux poles stables

sin=2, B, (s) a au moins 2 poles instables



trace la réponse impulsionnelle =»

reme de la valeur initiale

()= lim sB, (s) = lim
§—>00 s—o g 4+ ]

S

cas se distinguent:

limb, (¢)= lim s'™" =0

t—0 S—>00

S ~1

limb, (t)= lim
t—0 s—o ¢ 4 4

1 limb,(¢)=lim s'"

t—0 S—>00

"=o0 =» b (f)est une distribution dans [0, oo

ergie finiest 2<n<1
ergie infiniesi0 <n <



» Bien que les F.T. fractionnaires soient BIBO stables, leur
energie peut €tre infinie. Comportement inhabituel compareé
aux F.T. rationnelles classiques.

> Les normes de B (s)

|b,]|, =0 si 0<n<1 norme L,

b

: |
n| = s10<n<— norme L,
2 2

Les systemes de diffusion de chaleur sont modélises avec
des ordres de derivation de 0.5. Sont-ils a €nergie finie ?




» Généralisation a tout type de fonctions de transfert a D.F.
Définition de la commensurabilité

Définition des F.T. explicites et implicites

Stabilité des systémes fractionnaires (Matignon, 1998)

Résultat principal

Exemples

Conclusions — interrogations — perspectives




Commensurabiliteé

» Une fonction de transfert F(s) est dite commensurable
d’ordre n ssi elle peut s’ecrire sous la forme suivante :

F(s)=S(s") ou s(p)= 2

» S(p) est une fonction rationnelle et donc 7(p) et R(p) deux
polyndmes co-primes

» Matigon (1998), limite la variation de n dans ]0,1]. Dans ce
qui suit, on s’affranchira de cette limitation, ainsi pour :

2
p-+1
52'4+1 n=1.2 et S(p): 5 3
Fls)= 6 4 .36 -> pTt4pT+4
s +4s°7 +4 4.1
P .
=06 €t Slp)= lon M
n (p) o0 4014 Selon Matignon
|
O — =>» n’est pas commensurable




Une F.T. explicite peut toujours 2, s
s’ecrire sous la forme : 14345, 5

L’opérateur de derivation fractionnaire s’applique toujours sur s.

n systeme est dit explicite s’1l contient des ¢léments
etype (s—s,)* Ou «estnon entier

c.-a-d. s1 operateur de dérivation fractionnaire s’applique sur des
¢léments du type (s, )

Ceci revient, dans le domaine temporel, a appliquer 1’opérateur de
dérivation sur : o ( f(t)eskt)



» Une F.T. fractionnaire commensurable d’ordre n<]0,1], F(s), (Matignon,
1998) :

F Zo“ ol _T(p)
F(S)_1+mZBbmsﬂm F(s)=s(s") s(p)_m

est stable ssi : VpeC tq. R(p) =0:

On peut s’affranchir de la condition 7€ ]0,1], imposée par Matignon et
montrer que la condition de stabilité est aussi valable pour tout n€]0,2[

Si , alors le systéme est VpeC tg. R( p) 0




n € ]0,2[ Routh Hurwitz stability

» quand n = 2, la région de stabilité = R-

» pour tout n > 2, cette région disparait



» Lanorme H, sera calculée pour toute fonction de transfert:

explicite
m4
> a,s™
commensurable F(s)= -
14> b, 5"
m=1
stable

Le travail se résume a résoudre I’intégrale suivante V F(s):

1 00
||F||2 = E_jF(]a))FUa))da)

Une substitution directe ne permet pas de trouver une solution génerale



0.37

047 0.8
7w

2+ 0" +e

077 14

0.37 o

1+s° s +s5°+5 " +1 14+ ™7 0" + " *® + e

4 3
Ordre commensurable : n=0.2  F(s)=5(s") 2 S(p)= p71p3:?
p'+p

: 1
Changement de variable x=o" 2 do==x'd

|2 | o 4 (2+e0'3”]x3 +eO.47yx4)(2+627z'—0.37yx3 L 27047 4 )dx
027 (1+eO.37gx3 4 o047 A +eO.77gx7)(1+e27r—0.37yx3 4 27047, 4 +62ﬂ—0.77yx7)

BN Azt > Fonction de Matlab

5 E OIO a,dx > 4 Fonction de Matlab permet
=20 (x+s Nx+s;) d’obtenir les coef. du D.F.R.




2 5 14 a, ° 1 i
F - —
H H 7Z'k§2 S — 98 (J;((x—l—sl) (x_i_sk)jdx

F* =2 % ak[ln@k)—ln(sl)}

|F| =1.8449




G(a)” )i F(jo) M = G(x)G(x)  A(x)/B(x) est rationnelle

B(x)

1
s la solution de ||F]|,, qui peut aussi s’écrire |F ||§ e fxn 1 ;Exg dx
n X

onnee par :






n
| D, ¢

0.6 0.2
F(S) S U +s T +2 | - |

s 1500 4 ¢0%2 01 145

» Ordre commensurable : n=02  S(p)=

2 1 ® —
Il = - T
on calcule :
* deg(4)+1/m-1=6+5-1=10

= IFl-=



on trouve

e deg(d)+1/n—1= 6+3.33-1=8.33
* deg(B)=10

» 3.33 10 © x0‘33
On effectue un D.F.R. . |FT ===

—d.
T k=l ak(j)(x+sk) )

1

(=)

1 —0.66
E‘l (_ 1)1—1 ak’lslzo.% j

k=1 /-1

Solution : ||? = HFH2 =1.7558

1.33x% sin(z
R)



Fs)=—= > Slp)=—="—p
i By
1+> b, s I+ 2b,p "

m=1

» Pour effectuer un DFR, on a besoin de trouver toutes les

racines d’un polynoéme d’ordre : Y,
2—5

n

Plus n @ et M on aura de difficultés pour trouver les racines
du dénominateur = extension de la déf. de »n dans ]0, 2[




Fonction frac norm dela toolbox CRONE

>> help frac norm

|E, error] = FRAC NORM(SYYS) is the root-mean-squares of the impulse
response of the Fractional LTI model SYS, or equivalently the H2 norm of SYS.

FRAC NORM is built on the same basis as the overloaded function LTI/NORM.
For the time being, only H2 norm 1s implemented.

error returns a 0 1f the function completes correctly, 1 otherwise.
FRAC NORM(SYS, 2) is the same as FRAC NORM(SYS)

Caution : the function roots is bugged up to version 5.3 of Matlab if frac norm
gives NAN it is because of that bug.

Copyright © CRONE - Malti 06/04/2002
Last revision : 04/09/2002



= Sasﬂ L Exemple 4 —1/3

» On a fait varier et f de 0.55 a 1.95 et pour chaque
combinaison de (¢, f) on a calcule [|F,, 4],

Le plus petit ordre commensurable est n = 0.05

Au pire cas, c.-a-d. (a, f) = (1.90, 1.95), il a fallu trouver toutes
les racines d’un polynome d’ordre 2*(1.9+1.95)/0.05 = 154

» Descendre a des ordres commensurables plus petits est risqué
Pour (&, B) = (1.94, 1.95) = n=0.01.

La 1l faut trouver toutes les racines d’un polynéme d’ordre 768,

* les calculs en double précision ne permettent pas d’avoir une
solution assez précise sous Matlab @ =

* confusion entre racines simples et multiples

* bon comportement de et de Matlab



Fp(8)= ot o Exemple 1/3

>

F, 4l est une fonction continue par rapport a et

>

F, 4l est continue en (¢, f) = (1, 1) par rapporta .../1ti/norm



» p# 0, formule 1/n non-entier
o p=0, formule 1/n entier

a continuité de ||F, 4| par rapport aux ordres de dérivation o et
st constatée bien que 2 formules différentes soient appliquées

ontinuite par rapport a la fonction norm (pour a= = 1)



Conclusion

» Donner nous une fonction de transfert fractionnaire et nous vous
donnerons I’¢énergie de sa réponse impulsionnelle.

» S’applique aussi sur la fonction erreur (lors de I’approximation
d’une F.T. fractionnaire par une F.T. rationnelle). On peut évaluer
avec exactitude I’erreur d’approximation dans le sens H,, et ainsi
comparer les différentes méthodes d’approximation entre elles.

» On peut aussi développer des algorithmes d’optimisation
paramétrique en minimisant la norme H, de I’erreur
d’approximation.

» Mais ...



» Est-ce que la norme H, est une mesure adaptée aux
systémes fractionnaires ? ©

quand la norme H, = oo et le systéme stable
 Cette mesure ne 1’est visiblement pas !
* Quelle mesure choisir ?

 Cette question est d’autant plus importante que certains
systemes de diffusion de chaleur ont un ordre commensurable
de 0.5. Sont-ils a €énergie infinie ?

quand la norme H, < oo, est-ce que la mesure est adéquate ?

Quelle mesure choisir ?




» Développer une méthode pour le calcul de la norme H, pour
les systemes :

incommensurables
implicites

Deémontrer la continuité de la fonction énergie en fonction
des ordres de dérivation et notamment lors de 1’utilisation
de deux formules différentes selon que 1/n soit entier ou
pas.




