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1. Introduction

 Physique : variables locales et paramétres macroscopiques

‘ Lien par outil mathématique : théorie de I’'intégration

d M= [[ip(x.,2)dV

Démarche :
m - validée sur des ensembles réguliers,

/ - iInopérante dans le cas de supports fractals.
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} 2. Préliminaires

‘ 2.1 Théorie de Riemann standard

\I'
I’

y = 1(x) -
* f continue sur I, = [a,b], t -

"} * Subdivision de I, : ré7T
7 (x.}, i=0,1,..N L

X~ a ]‘Iﬁ‘\ Xy= b

oo boxl
N-1

’ e Somme de Riemann : I(a,b,{x;})= S f(o; )X, —X;)
i=0
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‘ } * Evaluation : Subdivision réguliere : x;, =a +1 Ly

avec Ly =(b—-a)/N

N-1
o o )
I" I(a,b,{x;})=1Ix(a,b) =( Zf(oci)jLN = 1=0N (b-a) [H

. _

|’}  Convergence I(a,b) = Nli)n}w In(a,b)
J
Notation : [f(x)dx Integrale de Riemann
/ a de fentreaetb

b

G

//1
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' 2.2 Ensemble de Cantor

Construction : p homothéties de rapport s.

-

} C, : initiateur [a,b], L,=b - a | |

Ci:Ny=p;L;=L¢s; FH —

II"
1
|

m Dimension fractale : D = In(p)/In(1/s)
)

Ch N, =p™segments [a b .];longueur L  =Lys™

Fractal : C,=1im C_ (m — +o0)

= s .
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Bo,o
| I |
| | | CO
a=a,, bo,o =b
Bio B
| I | | ) |
I | — | C1
a=a b ay b, ,=b
Bao B, 132,2 B3
a=a,, b,y a,; by, o) b,, a3 by3=b
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L }
o ‘ 3.1 Fonction définie sur C_

! } Exemple f(x) =x2; [a,b] =[0,1];m=0, 1, 2, 3

_J
< | | |

1 1 1
0.8 0.8 0.8 0.8 )
I’} 0.6 0.6 0.6 i 0.6 )
0.4 0.4 r 0.4 . 0.4 E
02 0.2 o 02 o 0.2 o
| ] | ul

‘ _ = X
|” 02 04 06 08 1. 02 04 06 08 1 02 04 06 08 1 02 04 06 08 1

b
f bornée sur [a,b] = [f(x)dx =0
d

' 3. Intégrale genéralisce

/
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' 3.2 Structure du support d’intégration

Intervalle : ! .'

||r o '

' a X b
! | xe[ab]: [ax]c [abl, [ax] et [a,b] homothétiques

|
/
)

g

I(a,b) = F(b) - F(a) = }ff(t)dt connu

=  I(a,x)=F(x)-F(a)=|f(t)dt connu

b

//1
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— ——  ——  complet
l—-—| 1—? |

- .
‘I' ‘ iii) |—q incomplet
||r . - b

‘ ' 1) I(a,b) définie sur C_(a,b)
} i1) I(a,x) définie sur C_ (a,x), mais C_ (a,x) & C_(a,b)
I’} i11) C’ _(a,b) =C_(a,b) N [a,x] = C_(a,b)

W Fonction I(a,x) non pertinente
1 = Introduction de I’ (a,x,a,b)
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'3.3 Principe

m.k m,k
‘ N Ay, 0r X o) 3
‘ a=a,, by, 1 by, a4, b,, a3 by;=b
2 | .0 i) =2 0L
Cantor C_, complet Knla, b, an k)= Z f(ane)ln

| =0

Cantor C’ = C_ M [a,Xx] incomplet
w n=1+max {k/x>b_,}

-1
b Kb x)= 3 fam 0l (@) -an, ) B
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' 3.4 Evaluation
pm_l D
Tm(a,b,B0 )=  fBmilm I'm (a,b,B.0,%)

o, remplaces par B, deéfinis a partir de 3,

l}

| - Détermination plus facile
w - Méme limite si1 f continue sur [a,b]

Intérét :

) Résultat analogue sur C °
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'4. Résultats
4.1 Fonctions caracteristiques

= In(ab,Byo)=Fy(ab, Byo)b-a)” =
p -1 m
avec Fn(a,b, By o) = ( kgof(ﬂm,k )] / p

= Ju(a,b, 8y 0.x) = Fy (a,b, By 9. x)(b—2)”

o,

e

)

7
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' 4.2 Courbes 1ntégrales
Fonctlon f(X) X ; [a,b] =[0,1] J'm (a,b, B 0,X)

‘ =b Boo = (a + b)/2
y
1 i 0.5
0.8 0.4
0.6 | 0.3
'} 0.4 0.2
0.2 0.1

I’} 0:2 Oi4 0l6 0l8 1 : 0:2 0:4 0:6 0:8 1 :

w Caractérisation complete a 1’ordre m :

. . . '
’ ] - suite de p™ paliers Yo, =T (a,b, By g.bmn)
= - xP entre paliers
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I" } ' Bo,o =b f(x) = x? Bo,o =(atb)2

y y

0.35/
0.8 0.3}

} 025
|I’ 0.6 2

0.4 0.15
' 0o 0.1
’ } ' 0.05

- X

I’} 02 04 06 038 1 02 04 06 038 1

w Convergence apparente de Y
Objectifs :

b« détermination des limites, reconstruction des courbes intégrales
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' 4.3 Identites
4.3.1 Ensemble de Cantor complet

p—1
Cm (a,b) = k!O Cn-i (al,k ’ bl,k )

p—1
Jm(@,b, 05 0) = 150 Jm-1(@1,01k5 P1x)

w Fn(a,b,00) = (pil Fno1(@1 k01 %5 ik )) / p

p"-1 "
‘» =y (a’b’IBO,O) - ( k§0 FO (am,kabm,kaﬁm,k)j/p
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: " } ' Convergence (m — +o)

Jm (aaba B0,0) — J(aab) Fm(aaba B0,0) — F(aab)

.
!l}

p—1
|’} J(a,b) = IEO J(ajx,b1x)

o p- p -l m
D’ou : F(a,b)z kgoF(al’k,bl’k) P= kgoF(am,kabm,k) p

/

Propriétés :  J(a,b)=F(a,b)(b—a)” = lff(t)(dt)D

b
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' 4.3.2 Ensemble de Cantor incomplet
J'm (a,b,BO’O,X) —> J'(a,b, X)
F'n (@,b,B00,%) = F(a,b,x)

Ill‘ }
!'} Propriétés :
!

| n—1
” § F(am,k ’ bm,k)

I'(a,b,x) =F'(a,b,x)(b—a)° = ij £(t)(dt)P

En pratique X =Dl

‘» F'(anbabm,n—l) = = pm
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' 4.4 Courbes inteégrales exactes

_ }
‘ Obtention :
I' - fonction caractéristique F(a,b)
|I’ } - ordonnées des p™ paliers a I’ordre m par F ’(a,b,b
- jonction entre paliers par xP
d! y
0.35

| 03/

0.25
) 0.2

w f(x) =x 015l
0.1

0.05
/ = x

mn)
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]
w
.

'} - Introduction de quantités pertinentes J_J° F_F’

‘ V 5. Conclusions

} - Distinction support d’intégration [a,x] / support d’étude [a,b]

b x,b
#, - Notations cohérentes  Jf(t)(dt)P i £(t)(dt)P
a a,a

w - Fonction primitive « remplacée » par F(a,b)

/
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~ V Perspectives
_J ‘

‘ - Convergence a approfondir
w

|'} - Extension de la théorie a d’autres supports

m} - Formulaire de fonctions F(a,b)

W , .
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