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Introduction

1. Introduction

• Physique : variables locales et paramètres macroscopiques

∫∫∫ρ=
V

dV)z,y,x(M

Lien par outil mathématique : théorie de l’intégration

Démarche :

- validée sur des ensembles réguliers,

- inopérante dans le cas de supports fractals.
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      2. Préliminaires

    2.1 Théorie de Riemann standard 

• f continue sur I0 = [a,b],

Préliminaires

xa

y = f(x)

b

• Subdivision de I0 :
{xi},  i = 0,1,...,N

• αi ∈ [xi, xi+1]
x0 = xN =

xi       αi   xi+1

• Somme de Riemann : { }( ) ( )∑ −α=
−

=
+

1N

0i
i1iii )xx(fx,b,aI
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Intégrale de Riemann
    de f entre a et b

)b,a(Ilim)b,a(I N
N +∞→

=

∫
b

a
dx)x(fNotation :

• Convergence

Préliminaires

{ }( ) ( )
( )

)ab(
N

f
Lf)b,a(Ix,b,aI

1N

0i
i

N
1N

0i
iNi −

∑ α
=







∑ α==

−

=
−

=

• Evaluation : Subdivision régulière : xi = a + i LN
  avec LN = (b − a)/N
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2.2 Ensemble de Cantor 

Construction : p homothéties de rapport s.

C0 : initiateur [a,b], L0 = b - a

C1 : N1 = p ; L1 = L0s ;

Cm : Nm = pm segments [am,k,bm,k] ; longueur Lm = L0sm

Fractal : C∞ = lim Cm (m → +∞)

Dimension fractale : D = ln(p)/ln(1/s)

Préliminaires
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Préliminaires

C0

C1

C2

a = a0,0

a = a1,0

a = a2,0

a1,1

a2,3a2,2a2,1

b0,0 = b

b1,1 = b

b2,3 = b

b1,0

b2,0 b2,1 b2,2

β0,0

β1,0 β1,1

β2,0 β2,1 β2,2 β2,3
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3. Intégrale généralisée
3.1 Fonction définie sur Cm
Exemple f(x) = x2 ; [a,b] = [0,1] ; m = 0, 1, 2, 3  
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Intégrale généralisée

f bornée sur [a,b] 0dx)x(f
b

a
=∫⇒
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Intégrale généralisée

3.2 Structure du support d’intégration
Intervalle :

x ∈ [a,b] ;  [a,x] ⊂ [a,b], [a,x] et [a,b] homothétiques
a x b

∫=−=
b

a
dt)t(f)a(F)b(F)b,a(I connu

connu∫=−=
x

a
dt)t(f)a(F)x(F)x,a(I⇒
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Support cantorien

a b

i)

i) I(a,b) définie sur Cm(a,b)

complet

incomplet

iii) C’m(a,b) = Cm(a,b) ∩ [a,x] ⊂ Cm(a,b) 

iii)
x

ii) I(a,x) définie sur Cm (a,x), mais Cm (a,x) ⊄ Cm(a,b) 

ii)

Fonction I(a,x) non pertinente
⇒ Introduction de I’ (a,x,a,b)
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Intégrale généralisée

3.3 Principe
αm,k ∈ Im,k

{ }( ) ∑=
−

=

1n

0k

D
mk,mk,mm L)(fx,,b,a'K αα

{ }( ) ∑
−

=
=

1p

0k

D
mk,mk,mm

m

L)(f,b,aK ααCantor Cm complet

Cantor C’m = Cm ∩ [a,x] incomplet
n = 1 + max {k / x ≥ bm,k}

x

a = a2,0 a2,3a2,2a2,1b2,0 b2,1 b2,2
b2,3 = b

α2,0 α2,1 α2,2 α2,3

( )Dn,mn,m ax)(f −+ α
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Intégrale généralisée

3.4 Evaluation
αm,k remplacés par βm,k définis à partir de β0,0

( ) ∑ β=β
−

=

1p

0k

D
mk,m0,0m

m

L)(f,b,aJ ( )x,,b,a'J 0,0m β

Intérêt :

- Détermination plus facile
- Même limite si f continue sur [a,b]

Résultat analogue sur C ’m 
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Résultats

4. Résultats
4.1 Fonctions caractéristiques

mD
0

D
m p/LL =

D
0,0m0,0m )ab)(,b,a(F),b,a(J −= ββ

m1p

0k
k,m0,0m p)(f),b,a(F

m









= ∑

−

=
ββ

⇒

avec

⇒ D
0,0m0,0m )ab)(x,,b,a('F)x,,b,a('J −= ββ
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4.2 Courbes intégrales
Fonction f(x) = x ; [a,b] = [0,1] 
          β0,0 = b  β0,0 = (a + b)/2

)x,,b,a('J 0,0m β
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Résultats

)b,,b,a('JY n,m0,0mm β=
Caractérisation complète à l’ordre m : 

- suite de pm paliers
- xD entre paliers
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β0,0 = b  f(x) = x2  β0,0 = (a + b)/2

Objectifs :
• détermination des limites, reconstruction des courbes intégrales

Convergence apparente de Ym

Résultats
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4.3 Identités

)b,a(C)b,a(C k,1k,1
1p

0k
1mm U

−

=
−=

),b,a(J),b,a(J
1p

0k
k,1k,1k,11m0,0m ∑

−

=
−= ββ

4.3.1 Ensemble de Cantor complet

p),b,a(F),b,a(F
1p

0k
k,1k,1k,11m0,0m 





= ∑

−

=
− ββ

⇒ m1p

0k
k,mk,mk,m00,0m p),b,a(F),b,a(F

m









= ∑

−

=
ββ

Résultats
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Convergence (m → +∞)

)b,a(J),b,a(J 0,0m →β

m1p

0k
k,mk,m

1p

0k
k,1k,1 p)b,a(Fp)b,a(F)b,a(F

m









=






= ∑

−

=
∑
−

=
D’où :

Propriétés : D)ab)(b,a(F)b,a(J −=

∑
−

=
=

1p

0k
k,1k,1 )b,a(J)b,a(J

∫=
b

a

D)dt)(t(f

)b,a(F),b,a(F 0,0m →β

Résultats
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4.3.2 Ensemble de Cantor incomplet

D)ab)(x,b,a('F)x,b,a('J −=Propriétés : ∫=
b,x

a,a

D)dt)(t(f

1n,mbx −=

m

1n

0k
k,mk,m

1n,m p

)b,a(F
)b,b,a('F

∑
−

=
− =

En pratique

)x,b,a('J)x,,b,a('J 0,0m →β

)x,b,a(F)x,,b,a('F 0,0m →β

Résultats
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      4.4 Courbes intégrales exactes

   Obtention :
- fonction caractéristique F(a,b)
- ordonnées des pm paliers à l’ordre m par F ’(a,b,bm,n)
- jonction entre paliers par xD

f(x) = x2
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Résultats
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5. Conclusions

- Distinction support d’intégration [a,x]  / support d’étude [a,b]

- Introduction de quantités pertinentes Jm J’m Fm F’m

- Notations cohérentes

- Fonction primitive « remplacée » par F(a,b)

Conclusions

∫
b

a

D)dt)(t(f ∫
b,x

a,a

D)dt)(t(f
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Perspectives

- Convergence à approfondir

- Extension de la théorie à d’autres supports

- Formulaire de fonctions F(a,b)

Conclusions


