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Introduction

On s'intéresse a l'entité théorique suivante :

H(s)= Y(s) by

U(S) ag+s”

ou n est non entier

Ou sous forme d'équation difféerentielle :

d"y(t)
dt"

+ag y(t)=by ult)

Question : comment simuler temporellement ce systeme non
entier, quelque soit I'excitation ?

= Deux types de methodes de simulation
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Méthodes directes

L'opérateur non entier est remplace par une approximation
numeérique discrete = Equation recurrente directement simulable

d" y(t)

0.0y 0= by )

Exemple :

{
éc(k)y«K )+ ag y(KR)=by u(Kh)

h : pas d'échantillonnage, K : nombre de points
)

by u<1<h>—k§c<k>y«z< k)

ag +C(0)

(Kh)=
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Méthodes directes

avec “f n(n=1)-(n-k+1) (=1 (n
(c(k)=k_Z_]C(k—1)
|ct0)=-4

+ Avantage : simplicité de mise en ceuvre

¢ Inconveénient : la simulation requiert (pour chaque pas) le

calcule de sommes de dimension croissante avec le temps
= Mémoire infinie
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Méthodes indirectes

+ Approche basee sur lI'exploitation de la reponse impulsionnelle
analytique

+ Approche basee sur une distribution recursive de zéros et de
plOles = Définition d'un intégrateur non entier borne en
frequence
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Opérateur d’integration fractionnaire

Considérons le diagramme de Bode de l'intégrateur fractionnaire

I(s)
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Opérateur d’integration fractionnaire

L'opérateur ]n(s) est un intégrateur conventionnel, excepte dans
la bande limitée [w,, w,] ou il agit comme 1/s" .

On a
( N7
] ; I+
- ]— y,
o = [n(S):;wb . <
I+—
. Dh)
|| est approche par : [
wop " N o
[n(S): H g
S l:]]_|__
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Opérateur d’integration fractionnaire

o '
{C()l' = C()l'
’ —
W] =1 W;

ou a et n sont appelés facteurs récursifs

Avec

+ 0] et wy définissent l'intervalle [w,,w,]
¢ |a qualité de I'approximation dépend du nombre de cellules N

+ ['ordre non entier n est directement relieé a a et n par :
log a

log an

n=1-
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Représentation d’état de I'opérateur

! 4 /
u | L x; I+sje) ) xp I+sjeh x; xy 1+s/oy xy,

S I+ s/o; I+s/w; [+s/oy

Schéma bloc de /. (s)

Variables d’état : sortie de chaque cellule
Chaque variable d'état x,, est uniqguement reliée a la précédente
X, 4 par:

—a xn +xn+1 = a)n(xn _xn+1)
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Représentation d’état de I'opérateur

On obtient Myx;=A;x;+Bu
] 0O - . 0]
—a 1 :
M= 0 -a I :
0
0 0 -a 1]
0 0 0 i
w; - : 0
A4=10 o, -0 E By =
0
_0 0 Wy —OpN _0_
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Représentation d’état de I'opérateur

Ou de maniere équivalente :
. * *
X; =4y x;+B;u

avec
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Représentation d’état d’un systeme non entier
Y(s) by

Soit le systéme H(s)= o )= - (ou0<n<1)
) ap+s

On obtient la représentation d’'état globale :

x=Ax+Bu
y=C"x
avecC
0 0 -ay
A:AI-I— : > : , EZEI’ g :[0 oo 0 bO]
_0 ce e 0 |
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Représentation d’état d’un systeme non entier

: . by ,
Le systeme non entier H(S)= p est approche par un
ap + S

systeme entier d'ordre €levé mais non infini (défaut des méthodes

directes de simulation temporelle)

Intérét pour la simulation
On regle la précision par :
¢+ La complexité : ordre de la representation d'etat

¢ L'intervalle frequentiel
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Simulation de systéemes fractionnaires théoriques
Systeme étudie

¢ Simulation par I'Equation Différentielle Généralisée

+ Simulation de l'intégrateur borné en fréquence
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Simulation de systémes fractionnaires théoriques
n=05 ap=1 by=1

Approximation avec N = 30, o] = 107°rd /s et N = 10°rd / s
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Simulation de systémes fractionnaires théoriques

Courbes de Bode

Intégrateur borné en frequence et modele exact - N = 30
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Simulation de systémes fractionnaires théoriques
Influence de N
N =10
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Simulation de systémes fractionnaires théoriques

Courbes de Bode

Intégrateur borné en frequence et modele exact- N = 10
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Simulation de systémes fractionnaires théoriques
Influence de N
N=5
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Simulation de systémes fractionnaires théoriques

Courbes de Bode

Intégrateur borné en frequence et modele exact- N =5

Module

0

-20

-40

-60

-80

Phase

-20

-40

-60

-80

-100




Action thématique "les systémes a dérivées non entieres"”

Simulation de systémes fractionnaires théoriques

Influence de l'intervalle fréquentiel
N=30 @/=107rd/s wy=10"rd/s
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Simulation de systémes fractionnaires théoriques

Courbes de Bode

Intégrateur borné en fréquence et modéle exact
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Simulation de systémes fractionnaires théoriques

Influence de l'intervalle fréquentiel
N=30 @/=107rd/s wy=10°rd/s
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Simulation de systémes fractionnaires théoriques

Courbes de Bode

Intégrateur borné en fréquence et modéle exact

Module

-100
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Simulation de systémes fractionnaires théoriques
n=15 ap=1 by=1

Approximation avec N = 30, o] = 107°rd /s et N = 10°rd / s
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Simulation de systémes fractionnaires théoriques

Courbes de Bode

Intégrateur borné en frequence et modele exact- N =5
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Simulation de systémes fractionnaires théoriques
n=25 ap=1 by=1

Approximation avec N = 30, o] = 107°rd /s et N = 10°rd / s




Action thématique "les systémes a dérivées non entieres"”
Simulation de systéemes fractionnaires a spectre borné
Autre intérét

Systemes partiellement non entier

L'intégrateur borneé en fréquence permet de représenter ces
systemes et de les simuler

Exemple : La suspension CRONE
y(®)

} M Masse suspendue

Dispositif mécanique
D'ordre non entier

_.l ________ Essieu
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Simulation de systéemes fractionnaires a spectre borné

La transmittance en boucle ouverte de la suspension CRONE est
approchée par :




Action thématique "les systémes a dérivées non entieres'

Simulation de systéemes fractionnaires a spectre borné
n=139 M=300kg T,=0.005s N=5
@0;=05rd/s on=200rd/s

Temps (s)
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Simulation de systémes fractionnaires a spectre borné

Courbes de Bode

Bode Diagram

-135

-180
10° 107 10° 10" 10

Frequency (rad/sec)
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Les péles et les zéros du systeme non entier

Comparaison des poles et des zeros du systeme non entier ideal
et ceux du systeme fractionnaire a spectre borné

avec ag=1, by=1

Approximation avec w;=0.1rd/s et wy=10rd/s



Action thématique "les systémes a dérivées non entieres"”

Les péles et les zéros du systeme non entier

O0<n<1
+ Pas de podle ni de zéro pour le systeme ideal

* Le modele non entier a spectre borné ne possede que des
plles et des zéros alternés sur 'axe réel négatif, correspondant
a l'intéegrateur non entier a spectre borné

N =5 = 6 polles et 5 zeros
N=10> 11 plles et 10 zéros
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Les péles et les zéros du systeme non entier
n=0.5 N=5
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0.4
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0
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SLURY
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Les péles et les zéros du systeme non entier
n=05 N=10
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Les péles et les zéros du systeme non entier

1<n<2

* 2 poles a parties reelles négatives et pas de zéro pour le
systéme idéal

n=15> p=—-05%;0.866
+ Le modele non entier a spectre borné possede :

¢+ des polles et des zeéeros alternés sur l'axe reel négatif,
correspondant a l'integrateur non entier a spectre bornée

+ 2 pb6les complexes tres proches de ceux du systeme ideal
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Les péles et les zéros du systeme non entier
n=15 N=5
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Les péles et les zéros du systeme non entier
n=15 N=10

0.8
0.6
0.4
)

0

0.2

0.4

0.6

-0.8

-20



Action thématique "les systémes a dérivées non entieres"”
Les péles et les zéros du systeme non entier
n>2

+ 2 plOles a parties reelles positives et pas de zéro pour le
systéme idéal

n=25= p=0309%+;0.9511

+ Le modele non entier a spectre borné possede :

¢+ des polles et des zeéeros alternés sur l'axe reel négatif,
correspondant a l'integrateur non entier a spectre bornée

¢ 2 plOles complexes instables tres proches de ceux du
systeme ideal
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Les péles et les zéros du systeme non entier
n=25N=5
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Les péles et les zéros du systeme non entier
n=25 N=10
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Les péles et les zéros du systeme non entier

Comparaison des poles et des zeros du systeme non entier ideal
et ceux du systeme fractionnaire a spectre borné

b() -I-Sn

Hls)=
( ) ap +4a; Sn+S2n

avec ap=1, a;=1, by=1

Approximation avec w;=0.0lrd/s et wy=10rd/s
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Les péles et les zéros du systeme non entier

0<n<1

* 2 poles a parties reelles négatives et pas de zéro pour le
systéme idéal

n=08=> p=-0866x;0.5
+ Le modele non entier a spectre borné possede :

¢+ des polles et des zeéeros alternés sur l'axe reel négatif,
correspondant a l'intégrateur non entier a spectre bornée
= les pOles sont complexes conjugués

+ 2 plOles complexes tres proches de ceux du systeme ideal
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Les péles et les zéros du systeme non entier
n=08 N=10
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Conclusion
Intégrateur fractionnaire a spectre borne :

¢+ Permet la simulation des systemes d'ordre non entier et des
systemes partiellement non entier

¢ On utilise un nombre restreint de parametres pour la
modeélisation

¢+ Un systeme entier d'ordre élevé (mais non infini) est utilisé
pour la simulation

+ |'observation des polles et des zeros permet de retrouver le
comportement théorique du systeme non entier
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