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L'intégrale non entiere (Riemann et Liouville, 1847 II)

> Soit une fonction intégrable, c'est a dire définie et bornée, sur l'intervalle (a,oo)
sur lequel nous effectuons 7 intégrations successives

:j'dulbjlduz.--u]:lf(un)dunz I .j‘(t—u)nlf(u)du

> Il est alors aisé de généraliser I'expression ci-dessus a tout nombre nréel, et
plus généralement complexe, et donc de définir l'intégrale d'ordre fractionnaire 7
(Rev >0), ou plus simplement l'intégrale non entiere, par :

()= %( u)” £)du

I'(v

Q'—‘N

> L'intégrale non entiére s'apparente a un produit de convolution entre ¢ " etla
fonction f ()




La dérivée non entiere

> Définition :

D'f(t)=D"I""f(t) neN,Rev>0,n-1<Rev<n

> On conndit de nombreuses dérivées non entiére de fagon analytique :

t—1,)""

r(-v)

D"t sin(lj =t sin(l — V—ﬂj
t t 2

D'S(t—1t,)= (




Différence entre dérivée entiere et dérivée non entiéere

> La définition de Riemann et celle de
Griinwald montre que l'intégrale ou la
dérivée non entiere d'une fonction a

I'instant t nécessite de connaitre 12
toutes les valeurs de la fonctions
aux instants précédents, depuis
I'instant initial.

0.8

k=0 O 06 |

> On parle souvent de la compacité de
I'opérateur de dérivation non entiere




Les transformations intégrales de la dérivées non entiere

> La transformée de Laplace :

L{I" f(e)|=s"LLF(0)]

L O] L] S D 1 1(e=0)

» Latransformée de Laplace de la dérivée non entiére d'une fonction garde le
méme sens que lorsque l'ordre de dérivation est entier

> Cela reste vrai pour la transformée de Fourier et la transformée de Mellin




Calcul pratique de l'intégrale et de la dérivée non entiére

> La représentation e Cwees v
discrete de la dérivée
non entiere par
Grinwald :

v

D" f(¢)=lim,_, al

f(t) Yvell

/A
1 —40.2 L —40.2 - —40.5

> ol A, représente
l'accroissement non
entier définit par :

00 (v 0 : —Jo o — L OL' 1y
8, 10)= 3 (1) Uf@—m) LT TR

Jj=0

Dérivée d'ordre 0,5 de la fonction d'Heaviside
représentée en noir. Les écarts avec le calcul discret
sont représentés en rouge.



Nouvelle expression du modele de diffusion dans des configurations 1D

> Transfert de chaleur dans un milieu
semi infini plan

o(t) <




D'autres milieux semi infinis - Résultats

Géométrie Cylindrique Spherique
H,(s) K,(Rs/a) I
2w AIR s/aKl(R s/a) 477/1R(1+R 5/05)
s—>0 o In s oc Constante
S —> 0 1 1
oC —— oC ——
Js s
Modele (Réduit) (Exact)
non entier a, D'’T,(t)+ o, DT, (1)= aOTO(t)-i- o, Dl/zTO(t)=¢(l‘)
1/2
¢quivalent ~1+ /3y D"*4lt) o A7 AR
0=
3rAl 2
a, = 7; ﬁo a, = 47 AR
: Ja
16 AIR
o = Tﬂo

_SR

ﬂo\/;




¢(t) = Dirac(t)

1
temps (s)

—+— Cylindre semi infini (réponse exacte)
10 .| 1 Cylindre semi infini (modéle non entier)

—©— Mur semi infini
—+— Spheére semi infinie
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Et si maintenant on considere une paroi d'épaisseur finie...

T(x=0,5)=H,(s)4(s)
R
La fonction de transfert s'écrit :
N (I):O
H,y(s)= cosf.l(ke)
lkSsmh(ke) 0 e
Com i (I)(t)
por"remen‘rs asymp’ro’rlques X
—
(s =) W f SN
- 1 1— —_—
To(s—0)= 15 (s)
p C, e s ' —
1
T.(t—>0 [t
s T 0)=— L 100)
T, > 0)=—L 1)

pC e 10



Obtention de la forme fractionnaire de la fonction de transfert: Premiére
approche

> Onremplace les fonctions hyperboliques par leur développement en série entiére

00 ZZn . o0 2n+l
cosh z :nzz(:)(zn)' et sinh z :nzz(:)m
> On trouve : iﬂn s"
H — _n=0
O(S) ia Sn/2 o 132”+1
n=1 " 2n+1)a™

2a D L)=2b D) e

" (2n)a”

> Probleme : on retrouve le comportement asymptotique aux temps longs mais pas
celui aux temps courts
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Deuxiéme approche (la bonne)

-z 2z -z 2z
+1 . -1
On fait d'abord : cosh z= € (e ) et sinh z == (82 )
PU'S . eZ = Z—
=0 n! )
Zﬂn Sl’l/z
Et aprés quelques calculs (trés faciles) on trouve : (s)= 2=
Z (n+1)/2
a, s
n=1
Soit : Zan D(””)/ZTO ()= Zﬁn D" p(t)
n=1 n=0
n—1 n—1
e e
an o a(l’l—l)/Q n!’ 'Bn o la(n—Q)/Z n|

Qui vérifie exactement les comportements asymptotiques aux temps courts et
aux temps longs
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Réduction du modéle

- Développement
n=0
H, (S) fractionnaire complet

Le modeéle réduit décrit les
comportements asymptotigues du
systéme réel et assure leur

E_l | raccordement.

Z, o
Raccordement
v
1/2
H,,= Pot b +3f 22 > |o, D+, D2 |1(0,¢)=B, + B, D" + 8,D|o(¢)
a,s+a,s
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—— Fonction de référence

—+— Fonction réduite N=1

—— Fonction réduite N=2

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

=
—

gijouuorsindun dsuodar

10°
temps (s)

10"
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Géometrie Cylindrique Sphérique
Hy(s) Jo 1 I(ka) b’ sinh(k b)
(k: 1} 2rai s 1,(ka) A7l (k cosh(k b)—sinh(k b))
s —>0 1 1 b2

ﬁazlpCp s A(1-b)

ST 1 1 ba 1

2xla,lApC, Js A s
Modc¢le N+l N
non entier Z“i Dn[/zTo(l‘)ZZﬁi D" g(t)
équivalent =0 =0
a,=a,=0,a, =w,d,,... . b2 (25)"
Bo =70 o, 1 =71 Cos--- """
Avec : oy A2 pn (1 ZbJ
_ & —= " -1
= VT = =
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Réponse impulsionnelle pour le cylindre
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Réponse impulsionnelle pour la sphére

répons e impulsionnelle

| | | ] ]

| | | —— Fonction de reference
—— Fonction réduite N=1

—= Fonction reduite MN=2
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Premieres conclusions

Pour toutes les configurations 1D, quelque soit le type de condition aux limites, on
trouve que la température en tout point du milieu s'exprime en fonction du flux
(pour une condition de 2éme espece) sous la forme d'une relation liant les dérivées
non entiéres d'ordre multiples de 0,5 de ces deux grandeurs :

S a, D’T(xt)=Y B, D"4(1)

Ce modele est une représentation continue et exacte du processus de diffusion de
la chaleur en 1D

Les parametres du modeéle non entier s'expriment explicitement en fonction des
parametres thermophysiques du systeme

On peut réduire tres significativement le nombre de parametres selon la précision
voulue sur le raccordement des comportements asymptotiques et de la position du
point d'observation (abscisse x)
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Qu'en est tiilen2D et 3D ?

> On ne peut pas s'en sortir analytiquement

—

X
température x 1000 |

> On procede alors a une simulation de | k_
problemes 2D et 3D en éléments finis et r
on vérifie que l'on trouve un ordre commun k
de dérivation égale a 0,5 par identification.

. '4
isolé 0 sy , ,
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
temps

0.5F

Simulation du
transfert 2D
dans une plaque
(MEF)

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
temps

¢ (1)
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On identifie les parametres du modeéle non entier sous forme modale et

I'ordre

Méthode de minimisation non linéaire de Levenberg Marquardt

N A A, a
1 4 -0,024 0,5486
3 12,928 3,65 20,703+ 1,46 0,51
12,928 3,65 20,703+ 1,46
3,087 -0,023
4 20,4147 0,487 11,5324+ 1,33 0.501
20,414+ 0,487 11,5324+ 1,33
-2,171-j 0,605 -0,022+7 0,0006

2,171+ 0,605

-0,022-7 0,0006

Conclusion (certainement non satisfaisante en I'état) : 'tfoute théorie
reste exacte tant quelle n'est pas mise en défaut par lexpérience.

20




Intérét pour l'identification de systeme thermique non entier
en vue de la résolution de problemes inverses

Estimation du flux de
chaleur dans un outil

d'usinage

Piece

vVe
Porte outil

Cale support

Thermistance

Systéeme complexe

Mesure non ponctuelle

Influence du capteur significative

Systéeme de fixation

Canal ¢ 0,5 mm

Acquisition

Générateur de courantJ

21



> Identification du modéle :

Geénérateur de
tension

|
/ Intérupteur
|
|

micro
resistance

,,,,,,,,, Thermocouple ~ Amplification

mise au point d'une expérience de caractérisation

zoom sur le dispositif de chauffage
Plaquette

Micro-resistan

\ 2 mm

Thermocouple

0.5 mm
\/\Cdjle/wj
Générateur Acquisition
de courant NI - Labview

]

22



> Résultats de l'identification

E I 1 I I I I I
- - - temp. mesue par capteur (o)
o temp. cdoulée 3 partir du modéle (o)

T — Aux de chalear (x 100 T
sot L LI [ & L sl L]
5 - .lﬁ ! -'I. ' Itﬁ I
3 u:rla ! o Yo I,d: | 'Ifl
m | [ a2 _:I Kl
i e RIRar S EINE
- 4 '\. . o = L]

é d - ‘?. ‘I? 'j. ll." -:I: - a" .-I I' I:|'- i
‘f =] I"' II I#. :‘ 'El 1 ell

5\ ; [ ) q! & ! ' e
2 l':l:!?;u' H :I: P s .;: 2 s .
81 LI 1 | ¢ '
B AL A "
5.0 HE “F

1

iEA:] 1 | | | | |

1] 10 m 1] 4 1] 1] 7o 1]

6.444D"? 1.539D 425D 6425 3.627D"? 0.563D
I+ T(r)= (t)

[+0.798] [+0.803]  [+0.231] [£1.434] [£1.192] " [£0.295]

J'ai mon modeéle direct |l
23



Intéret pour la caractérisation thermique

Détermination de propriétés
thermophysiques

Caractérisation face avant

— C.N.D. Thermique

Détecteur IR
Tyt

. Source photothermique

Matériau

Signal d'excitation : Dirac, Périodique (phase)

24




Démarche générale

C.N.D.T. —
» Méthodes Inverses

» Estimation de propriétés
thermophysiques.

Traitement du signal / image
Réalisation d'expériences (Modele)
de caractérisation
adaptées
(Mesures face avant)

* Hypothéses de travail ‘confortable’ : Systemes linéaires et stationnaires

- Caractérisation de Systémes multi échelles : Constantes de temps réparties
sur plusieurs décades

25




Le modéle

Dans des configurations sympathiques (tfransfert 1D plan , cylindrique ou
sphérique)

T(sx=0)= H,,,, ,(x=0s) 4(5

Si: ——» Fonction de transfert

¢ ()= Dirac(¢)

On obtient directement la réponse impulsionnelle dans le domaine opérationnel
(Laplace)

hy (S) - H{/i,a,Rc,---} (x - O’S)

Ce qui est généralement fait : On revient dans le domaine temporel par
transformée inverse numérique et on identifie les parametres

{l,a,Rc,---}

26



Répercussion sur I'expérience

Il faut générer un signal de largeur 'nulle’ et d'amplitude ‘infinie’

l

Impulsion 5(t-t
P (tto) Risque d'apparition de non linéarités

1/At

to* t On sort de I'hypothése fondamentale
At de travail

En pratique

La modélisation est une idéalisation du signal réellement généré

27



En conclusion : il vaut mieux reconstruire
la réponse impulsionnelle

Comment? En générant un signal aléatoire du flux de chaleur sur la face avant

fréquence (Hz)

28
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B (s) 772

Donc on n'utilise pas le modéle
dans le domaine de Laplace

Mais on identifie les parametres du modele non entier réduit a partir des
mesures de Tempér'a’rur'es Yo(t) et de flux ¢(’r) pour une excitation aléatoire

> &, DVT(x0)= 3, DV(r)—

n=M, n=L,

Et on peut reconstruire la réponse impulsionnelle h(t)

n/2-1

u n/2 . S { <
2, 1= 2 A R

La connaissance du domaine de confiance des paramétres du modele non entier
permet d'exprimer le domaine de confiance de la réponse impulsionnelle:

Ah = gL;Aﬁil”za(t)—%Aal.ﬁ”h(t)—%(al. +Aa )["PAR(), a,=1, Aa, =0
i=0 i=0

=0

~.

, , P . > .. 29
(résolution numérique avec approximation de Griinwald)



L'identification des parametres du modele

sMesure de température au point m dans le systéme
Y (1)=Ty (1) +e()

sExpression de Y(t) sous forme d'une régression linéaire

Y,(1)=H(t) 0+¢(t)
Avec:

=Matrice de régression linéaire contenant les dérivées successives
de la température et du flux

H(r)=|-D""2Y (1) ... =D, (1) D*™7g(r) DU™g(c) ... DY’()]

=Vecteur des parametres a estimer

) Identification au sens des
9=[0Q0+1 o @ B e ﬂM] moindres carrés linéaires

=Résidu

o=(1, B, H,Y,

g(t)zga,.pwe(t)

30




tales dans la

/

€es experimen

/

la dérivation des donn

Probléeme :

matrice de régression amplifie les erreurs de mesures:
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Nouvelle expression du modéle non entier

i/2
H ZL:ﬂ ’ On divise le numérateur et le dénominateur de
o(s) = i . la fonction de transfert fractionnaire par:
a, s
i=M, SM/2
On obtient:

L
Zﬂ S*(Mfi)/Z M I
: ! M-i)/2 M-i)/2

Hy(s) =2 > R (1)=3 B 1Y (1)| o, =1
z o M2 i=M, i=L,

i=M,

Ainsi la nouvelle expression de la matrice de régression
devient:

H(t)=| 128 (1) (1) 1979%() . 19 2p() |

Il n'est plus nécessaire de filtrer les données de flux et de température !
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Autre probléme : On veut traiter beaucoup de données (K tres grand), on
utilise la méthode des moindres carrés linéaires récursifs pour I'estimation
du vecteur des parameétres (filtre de Kalman) :

N

0(r)=0(r—1)+L(t) | »()-H'(r) 6(z-1)]

ou:
__ PE-1)H"(¢) _ P(r—1)H'T(:)H'(r)P(t 1)
TS TIAT AT Ple)=Pl—1)- zzm H'(t)i’(l‘—i)H'T 0
Avec valeurs initiales: 0(0)=0, P(0)=10°1,

0, Vecteur I, Matrice identité, de dimension D = dim(é)
nul,

Indication sur le domaine de confiance des parameétres estimés:

cov(ﬂ):P(t)%
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Et si maintenant on veut déterminer les propriétés thermophysiques d'une
plague plane...

1.6 ] ‘
—— flux/1000 [W/m?] m
1.4+ —— température face avant [°C] (v»‘\ﬂv’w— N
M
[
1.2+ —_—
1 — =0
\
il —_—
0.8 Il | O e
i o)
0.6 | X
—
0.4+
i >
1
0.2+ ' >
0 -
-0.2 ‘ ‘ ‘ \ ! \
0 1 2 3 4 5 6 7
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température (°C)

0.3

0.25

0.2

0.1

0.05

-0.05

6 tem[;érature éxpériméntale
—— température simulée
’ Temps courts (milieu semi infini)
| 1/2
7 a, T,(t)=1"p(1)
a, =(3,1597 £0,324) 10°
| a. 00 o |
&
o . 3
@‘%ﬁ% ] JApC, =31623 10
0 O.‘l 0.‘2 O.‘3 O.‘4 0.‘5 O.‘6 O.‘7 0.‘8 0.9

temps (s)

Temps courts et temps longs

Mo By 1 pC, IK ke ] AWm' K]
aM—2 IDCp e
6
2 (1.8573+0,224) 10" 0,1794 10 55,65
6
3 (3.5150+0,274)10™ 0,9483 10 10,52
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Application au CND : caractérisation d'un défaut résistif dans une plaque

X0

Wbl

X 1solée
H, (s)= cosh(k e)+ R, A k cosh(k e, )sinh(k e, ) L \E
"7 Aksinh(ke)+ R A%k’ sinh(k e, )sinh(ke, )’ a

|

& (M) &, (M)
2o T T ()= 28, 17777 g(1)
i=2 i=0
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Yarametre  Expression des parametres en fonction

des propriétés thermophysiques

Paramétre Expression des parametres en fonction

des propriétés thermophysiques

Py 1
181 e/\/g
B, (62 +AR, ez)/a
2 3
B (e3 +1 R. e (e +e2)j/052
iy A R e ez{ez+282+el]/a2
3 e
s

Bs 2/1 R, ¢ e, (ezz +;e1 e, +ellj/a

2 2 2 3
Ps 5/1 R, ¢ ¢&'(e+e )/a

4 7
5 ~A1 R ¢’ 623/0(

Aela

262/0{3/2

2(2e3+/1 R ¢ eZ]/oc2
3

A7 R elez( el+ez)/055/2

ilz R ¢ ez(e22+;elez+e12j/a3
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Réponse impulsionnelle

9

——— Fonction de référence

—— M=7
—— M

o[ouuorsindun dsuodox

temps (s)
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densité de flux

On passe a I'expérience

1.4 | | | | | | |
A £
‘ ‘ —— densité de flux/1000 [W/m2]
L L L température face avant [°C] | |]]] ]|
| | IR |
0.2 SN M iE ‘
0.2 | | i | | | | w |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
temps
(2000 échantillons)

At=0.5 107

SCC
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ApC,

B, =lLa, =

B o e
|
|
|
|
B

|
|
|
4
|
|
|
|
Y A A B B

ay Ty(t)+ey I'T,(t)= B,1"%¢(1)+ B, 1'4(t)+ 5, 1I’¢(¢)

onouuorsindun 9 suodax

40

temps (s)

On a détecté la présence du défaut avec un modele a 3 parameétres

en moins de 1 seconde de temps de calcul !

10°



Autre application (en cours) : la caractérisation de
dépots micrométrique

= Revétements PVD = Revétements CVD

Diamant

épaisseur 5~20 ym

Mais aussi: TiCN, TiC, Al,O;... 41



Quelques résultats obtenus en coupe métallique parla méthode
d'identification de systéemes non entiers

Ao (W)

Comparaison des performances des divers ; ‘
revétements
\M// \
— ARO3 Opération de
—©— TiIN
i ~ TAN ] dressage de la
—— TiAlNwc ] .
AN oS surface d'un disque

i ] de la périphérie vers
le centre.

On représente |'écart
entre le flux estimé
pour l'outil sans
revétement et celui
pour l'outil revetu.

_ | | | | | | | .\ A¢ = ¢ —
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 nonrey rev
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Fonction de transfert de référence

La fonction de transfert
3D en z=0

f)(anas): HID(S’an);_OJI(an r0)¢_0(s)

n
- _

H3D(an’s)

Ty0) § .

Avec.

G, +G,
G, +G,

T H,p(s.0,)=

; La fonction de

z transfert 1D dans le

domaine de Laplace (sur

le temps) et de Hankel
(surr)

Part de la géométrie 3D axisymétrique
considérée

43




ou :

avec .

G, +G,

HID(Sﬁan): G +G
2 3

G, = cosh(k, e, )cosh(k, e, )+ j‘isinh(ks e, )sinh(k, e, )

d "vd

G, = h[ }:ks sinh(k, e, )cosh(k e, )+ ﬂdlkd sinh(k e, )cosh(k,e, )j
G, =k, cosh(k, e, )sinh(k, e, )+ A, k_ sinh(k, e, )cosh(k,e,)

G, h(i sk < sinh(k e, )sinh(k,e, )+ cosh(k e, )cosh(k,e )j

S8

d —depot; s — substrat

1 1
k= >+a? anRzﬂ(n+Zj— 3

87[( lj
n+-—
4
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Réponse impulsionnelle

S o |
S O == ”
Il Il Il Il .
BB 8
d/ d/ d/ d/
3 3 8 3

substrat

e

(Do) 9suodsar asyndun

Transfert dans |

time (s)

(Les réponses impulsionnelles calculées pour divers rapports a,/a,)
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