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L’intégrale non entière (Riemann et Liouville, 1847 !!)L’intégrale non entière (Riemann et Liouville, 1847 !!)

Soit  une fonction intégrable, c’est à dire définie et bornée, sur l’intervalleSoit  une fonction intégrable, c’est à dire définie et bornée, sur l’intervalle
sur lequel nous effectuons sur lequel nous effectuons nn intégrations successives intégrations successives

Il est alors aisé de généraliser l’expression ci-dessus à tout nombre Il est alors aisé de généraliser l’expression ci-dessus à tout nombre nn réel, et réel, et
plus généralement complexe, et donc de définir l’intégrale d’ordre fractionnaire plus généralement complexe, et donc de définir l’intégrale d’ordre fractionnaire nn
(              ), ou plus simplement l’intégrale non entière, par :(              ), ou plus simplement l’intégrale non entière, par :

L’intégrale non entière s’apparente à un produit de convolution entre          et laL’intégrale non entière s’apparente à un produit de convolution entre          et la
fonctionfonction
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La dérivée non entièreLa dérivée non entière

Définition :Définition :

On connaît de nombreuses dérivées non entière de façon analytique :On connaît de nombreuses dérivées non entière de façon analytique :
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La définition de Riemann et celle deLa définition de Riemann et celle de
Grünwald montre que l’intégrale ou laGrünwald montre que l’intégrale ou la
dérivée non entière d’une fonction àdérivée non entière d’une fonction à
l’instant t nécessite de connaîtrel’instant t nécessite de connaître
toutes les valeurs de la fonctionstoutes les valeurs de la fonctions
aux instants précédents, depuisaux instants précédents, depuis
l’instant initial.l’instant initial.

On parle souvent de la On parle souvent de la compacitécompacité de de
l’opérateur de dérivation non entièrel’opérateur de dérivation non entière 0.0
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Les transformations intégrales de la dérivées non entièreLes transformations intégrales de la dérivées non entière

La transformée de Laplace :La transformée de Laplace :

La transformée de Laplace de la dérivée non entière d’une fonction garde leLa transformée de Laplace de la dérivée non entière d’une fonction garde le
même sens que lorsque l’ordre de dérivation est entiermême sens que lorsque l’ordre de dérivation est entier

Cela reste vrai pour la transformée de Fourier et la transformée de MellinCela reste vrai pour la transformée de Fourier et la transformée de Mellin
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Calcul pratique de l’intégrale et de la dérivée non entièreCalcul pratique de l’intégrale et de la dérivée non entière

La représentationLa représentation
discrète de la dérivéediscrète de la dérivée
non entière parnon entière par
Grünwald :Grünwald :

où         représenteoù         représente
l’accroissement nonl’accroissement non
entier définit par :entier définit par :
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Nouvelle expression du modèle de diffusion dans des configurations 1DNouvelle expression du modèle de diffusion dans des configurations 1D

x
0φ(t) φ(t)

Transfert de chaleur dans un milieuTransfert de chaleur dans un milieu
semi infini plansemi infini plan

Avec :
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D’autres milieux semi infinis - RésultatsD’autres milieux semi infinis - Résultats

Géométrie Cylindrique Sphérique 
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Et si maintenant on considère une paroi d’épaisseur finie…Et si maintenant on considère une paroi d’épaisseur finie…
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0 e
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Comportements asymptotiques
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Obtention de la forme fractionnaire de la fonction de transfert: PremièreObtention de la forme fractionnaire de la fonction de transfert: Première
approcheapproche

On remplace les fonctions hyperboliques par leur développement en série entièreOn remplace les fonctions hyperboliques par leur développement en série entière

On trouve :On trouve :

Problème : on retrouve le comportement asymptotique aux temps longs Problème : on retrouve le comportement asymptotique aux temps longs mais pasmais pas
celui aux temps courtscelui aux temps courts
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Deuxième approche (la bonne)Deuxième approche (la bonne)

On fait d’abord :On fait d’abord :

Puis :Puis :

Et après quelques calculs (très faciles) on trouve :Et après quelques calculs (très faciles) on trouve :

Soit :Soit :

Qui vérifie exactement les comportements asymptotiques aux temps courts etQui vérifie exactement les comportements asymptotiques aux temps courts et
aux temps longsaux temps longs
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Réduction du modèleRéduction du modèle

Le modèle réduit décrit les
comportements asymptotiques du
système réel et assure leur
raccordement.
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Géométrie Cylindrique Sphérique 
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Réponse impulsionnelle pour le cylindreRéponse impulsionnelle pour le cylindre
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Réponse impulsionnelle pour la sphèreRéponse impulsionnelle pour la sphère
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Premières conclusionsPremières conclusions

Pour toutes les configurations 1D, quelque soit le type de condition aux limites, onPour toutes les configurations 1D, quelque soit le type de condition aux limites, on
trouve que la température en tout point du milieu s’exprime en fonction du fluxtrouve que la température en tout point du milieu s’exprime en fonction du flux
(pour une condition de 2ème espèce) sous la forme d’une relation liant les dérivées(pour une condition de 2ème espèce) sous la forme d’une relation liant les dérivées
non entières non entières d’ordre multiples de 0,5d’ordre multiples de 0,5  dede ces deux grandeurs : ces deux grandeurs :

Ce modèle est une représentation Ce modèle est une représentation continuecontinue et  et exacteexacte du processus de diffusion de du processus de diffusion de
la chaleur en 1Dla chaleur en 1D

Les paramètres du  modèle non entier s'expriment explicitement en fonction des
paramètres thermophysiques du système

On peut réduire très significativement le nombre de paramètres selon la précision
voulue sur le raccordement des comportements asymptotiques et de la position du
point d’observation (abscisse x)
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Qu’en est t’il en 2D et 3D ?Qu’en est t’il en 2D et 3D ?

On ne peut pas s’en sortir analytiquementOn ne peut pas s’en sortir analytiquement

On procède alors à une simulation deOn procède alors à une simulation de
problèmes 2D et 3D en éléments finis etproblèmes 2D et 3D en éléments finis et
on vérifie que l’on trouve un ordre communon vérifie que l’on trouve un ordre commun
de dérivation égale à 0,5 par identification.de dérivation égale à 0,5 par identification.
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On identifie les paramètres du modèle non entier sous forme modale etOn identifie les paramètres du modèle non entier sous forme modale et
l’ordrel’ordre

N iA iλ α

1 4 -0,024 0,5486

3 -2,928-j 3,65

-2,928-j 3,65

3,087

-0,703+j 1,46

-0,703+j 1,46

-0,023

0,51

4 -0,414-j 0,487

-0,414+j 0,487

-2,171-j 0,605

-2,171+j 0,605

-1,5324-j 1,33

-1,5324+j 1,33

-0,022+j 0,0006

-0,022-j 0,0006

0,501

Méthode de minimisation non linéaire de Levenberg Marquardt

Conclusion (certainement non satisfaisante en l’état) : ‘toute théorie
reste exacte tant qu’elle n’est pas mise en défaut par l’expérience.’
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Intérêt pour l’identification de système thermique non entier
en vue de la résolution de problèmes inverses
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Identification du modèle : mise au point d’une expérience de caractérisationIdentification du modèle : mise au point d’une expérience de caractérisation
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Résultats de l’identificationRésultats de l’identification
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Intérêt pour la caractérisation thermiqueIntérêt pour la caractérisation thermique

Caractérisation face avant

Signal d’excitation : Dirac, Périodique (phase)

Détermination de propriétés
thermophysiques

C.N.D. Thermique
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• Caractérisation de Systèmes multi échelles : Constantes de temps réparties
sur plusieurs décades

• Estimation de propriétés
thermophysiques.

•C.N.D.T.
Méthodes Inverses

Réalisation d’expériences
de caractérisation

adaptées
(Mesures face avant)

Traitement du signal / image
(Modèle)

• Hypothèses de travail ‘confortable’ : Systèmes linéaires et stationnaires

Démarche généraleDémarche générale
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Le modèleLe modèle

( ) { } ( ) ( ), , ,, 0 0,
cRT s x H x s sλ α φ= = =
L

( ) ( )Diract tφ =

( ) { } ( )0 , , , 0,
cRh s H x sλ α= =
L

Dans des configurations sympathiques (transfert 1D plan , cylindrique ou
sphérique)

Si :

On obtient directement la réponse impulsionnelle dans le domaine opérationnel
(Laplace)

Ce qui est généralement fait : On revient dans le domaine temporel par
transformée inverse numérique et on identifie les paramètres 

{ }, , ,cRλ α L

Fonction de transfert
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Répercussion sur l’expérienceRépercussion sur l’expérience

Il faut générer un signal de largeur ‘nulle’ et d’amplitude ‘infinie’

Risque d’apparition de non linéarités

On sort de l’hypothèse fondamentale
de travail

En pratique

1/∆t

∆t
t

Impulsion δ(t-t0)

t0

La modélisation est une idéalisation du signal réellement généré 
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En conclusion : il vaut mieux reconstruire
la réponse impulsionnelle

Comment? En générant un signal aléatoire du flux de chaleur sur la face avant
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Mais on identifie les paramètres du modèle non entier réduit à partir des
mesures de températures Y0(t) et de flux φ(t) pour une excitation aléatoire

( ) ???sφ
Donc on n’utilise pas le modèle
dans le domaine de Laplace
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Et on peut reconstruire la réponse impulsionnelle h(t)

La connaissance du domaine de confiance des paramètres du modèle non entier
permet d’exprimer le domaine de confiance de la réponse impulsionnelle:
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L’identification des paramètres du modèle

( ) ( ) ( )0 0Y t T t e t= +

( ) ( ) ( )0Y t t tε= +H θ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 001 / 2 1 / 2/ 2/ 2 / 2
0 0

L MML Mt D Y t D Y t D t D t D tφ φ φ+ + = − − H K K

Mesure de température au point m dans le système

Expression de Y(t) sous forme d’une régression linéaire

Matrice de régression linéaire contenant les dérivées successives
de la température et du flux

Vecteur des paramètres à estimer
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Problème : la dérivation des données expérimentales dans la
matrice de régression amplifie les erreurs de mesures:

On doit donc filtrer les donner de flux et de température : utilisation 
d’un filtre d’état non entier.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
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0

5

t

f(t)
I[0.5] f(t)
I[0.5] f(t) Grunwald
I[1.5] f(t)
D[0.5] f(t)
D[0.5] f(t) Grunwald
D[1.5] f(t)
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Nouvelle expression du modèle non entier
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=
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M
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s
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s
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=

=
∑

∑
10 =α

On divise le numérateur et le dénominateur de
la fonction de transfert fractionnaire par:

/ 2Ms

On obtient:

Ainsi la nouvelle expression de la matrice de régression
devient:

( ) ( ) ( )
0 0

/ 2 ( ) / 2
0I I

M L
M i M i

i i
i M i L

T t tα β φ− −

= =

=∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 01 / 2 / 2 / 2
0 0H' I   ...      I    ...  IM M M L M Lt Y t Y t t tϕ ϕ− − − − = − 

Il n’est plus nécessaire de filtrer les données de flux et de température !
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Autre problème : On veut traiter beaucoup de données (K très grand), on
utilise la méthode des moindres carrés linéaires récursifs pour l’estimation
du vecteur des paramètres (filtre de Kalman) :

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ1 ' 1t t t y t t t = − + − − θ θ L H θ

Où:

Avec valeurs initiales: ( )ˆ 0 D=θ 0 ( ) DIP 6100 =

D0 DIVecteur
nul,

Matrice identité, de dimension )ˆdim(θ=D

Indication sur le domaine de confiance des paramètres estimés:

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )tttt

ttt T

T

'1'
'1

HPH
HPL

−+
−

=
λ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )tttt

tttTttt T'1'
1''11

HPH
PHHPPP

−+
−−

−−=
λ

( ) ( )
2

yt
σ

Pθcov =
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Et si maintenant on veut déterminer les propriétés thermophysiques d’uneEt si maintenant on veut déterminer les propriétés thermophysiques d’une
plaque plane…plaque plane…

φ(t) x
0 e

φ=0

0 1 2 3 4 5 6 7
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

temps

flux/1000 [W/m²]
température face avant [°C]
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

temps  (s )

te
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pé
ra

tu
re

 (°
C

)
température expérimentale
température s imulée

M 
eC pM

M

ρα
β 1

2
∝

−

 [ ]11 kgKJ −−
pCρ  [ ]11 KmW −−λ  

2 ( ) -4100,2241.8573 ±  
6101794,0  65,55  

3 ( ) -4100,2743.5150 ±  
6109483,0  52,10  

 

( ) ( )1/ 2
0 0 IT t tα ϕ=

Temps courts (milieu semi infini)

( ) 3
0 100,3243,1597 ±=α

3101623,3=pCρλ

Temps courts et temps longs
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0
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Rc

φ (t)

 

Application au CND : caractérisation d’un défaut résistif dans une plaque

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) αλλ

λ sk
ekekkRekk

ekekkRek
sH

c

c =
+

+
= ,

sinhsinhsinh
sinhcoshcosh

21
22

21
0

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 / 2 1 / 2
0

2 0
I I

M M
M i M i

i i
i i

T t tα β φ
+

+ − + −

= =

=∑ ∑
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Paramètre Expression des paramètres en fonction 

des propriétés thermophysiques  

Paramètre Expression des paramètres en fonction 

des propriétés thermophysiques 

0β  1 2α  αλ e  

1β  αe  3α  
2/32 αλ e  

2β  ( ) αλ 2
2 eRe c+  4α  

3 2
1 2

2
3 ce R e eλ λ α +    

3β  ( )
3

3 2
2 1 2

2
3 ce R e e eλ α + + 

   5α  ( )2 5 / 2
1 2 1 2cR e e e eλ α+  

4β  
22

1 2 2 1
1

2
3c

eR e e e e
e

λ α
 

+ + 
   6α  

2 2 2 3
1 2 2 1 2 1

2 3
3 2cR e e e e e eλ α + +  

5β  
5

2 1 2
1 2 2 1 2 1

2 3
3 2cR e e e e e eλ α + + 

 
7α  ( )

7
2 2 2 2

1 2 2 1
2
3 cR e e e eλ α+  

6β  ( )2 2 3
1 2 2 1

2
3 cR e e e eλ α+  8α  

2 3 3 4
1 2

4
9 cR e eλ α  

7β  
7

3 3 2
1 2

4
9 cR e eλ α    
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On passe à l’expérience

(2000 échantillons)

30.5 10 sect −∆ =
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On a détecté la présence du défaut avec un modèle à 3 paramètres
en moins de 1 seconde de temps de calcul !!

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1/ 2 1 3/ 2
0 0 1 0 0 1 2I I I IT t T t t t tα α β φ β φ β φ+ = + +

0 01, pCβ α λ ρ= =
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Autre application (en cours) : la caractérisation de
dépôts micrométrique

Revêtements PVD Revêtements CVD

Diamant

épaisseur 5~20 µm

TiN 0,5~2 µm TiAlN ~2 µm CrN ~2 µm

Mais aussi: TiCN, TiC, Al2O3...
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Quelques résultats obtenus en coupe métallique parla méthode
d’identification de systèmes non entiers

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
-1

0

1

2

3

4

5

6

time (s )

∆
 φ

 (W
)

Al2O3
TiN
TiAlN
TiAlNwc
TiAlN+MoS 2

revrevnon φφφ −=∆

Comparaison des performances des divers
revêtements

Opération de
dressage de la

surface d’un disque
de la périphérie vers

le centre.

On représente l’écart
entre le flux estimé

pour l’outil sans
revêtement et celui
pour l’outil revêtu.
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Fonction de transfert de référence

( ) ( ) ( )

( )

( )srJrsHsT

sH

n
n

nDn

nD

0

,

01
0

10

3

,, φα
α

αα

α
4444 34444 21

=

( )
32

10
1 ,

GG
GGsH nD +

+
=α

Part de la géométrie 3D axisymétrique
considérée

La fonction de transfert
3D en z=0

Avec:

La fonction de
transfert 1D dans le

domaine de Laplace (sur
le temps) et de Hankel

(sur r)



4444
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avec :

où :
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(Les réponses impulsionnelles calculées pour divers rapports ad /as)
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