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| ntroduction

Equation différentielle non entiére

o DUy () -4y D ()= 4y Dk -+ 5 05 i)

[1 Les ordres de dérivation sont tous réels entiers ou non entiers

[1 Objectif : estimer le meilleur jeu de parametres qui permet
une reproduction fidele du comportement dynamigue observé

X Probleme d’ optimisation
vis-a-visd' un critere
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| ntroduction

Modéeles non entiers :

[ linéarité vis-a-vis des coefficients de |’ éguation différentielle
[J non linéarité vis-a-vis des ordres de dérivation

[ deux types de modeles non entiers
o D) -0y D hy0) =y k)44 45 D by

Seuls les coefficients sont estimés | es ordres sont estimeés au mémetitre
> Les ordres de dérivation sont fixés que les coefficients
par |’ utilisateur

> Modéle a erreur d’ équation » Modele aerreur de sortie

> Optimisation linéaire » Optimisation non linéaire

[1 technique non linéaire (M arquardt)

[1 technique des moindres carrées (LS)
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Modele a erreur d’ équation

Introduction
o D) -0y D1 hy0)= gy D) -4 5 W5 b )

» Seuls les coefficients des opérateurs sont estimes

» Lesordres sont fixes par I’ utilisateur
» Deux technigues d’ estimation paramétrique

[] par discrétisation de |’ équation différentielle non entiere

[] par construction d’ une matrice de régression continue
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1. Discrétisation de I’ éguation
différentielle

Approximation de Grinwald de I’ opérateur de dérivation non entiere :

"= 3 > (3| (< -k

> 05 0"yl -9n) = £ 3 -0 " Jullk -1+ fcr &

i=1h % k=0 i=1h "Bi k=0

Equation récurrente de dimension croissante
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1. Discrétisation de I’ éguation
différentielle

» Prédiction de la sortie du modele a un pas

> a Z (" o m) 350 33K -0

Ng; o Bj =
y(Kh)— i—1h 7i | N j=lh ~1 k=0 |
ai ai
h'ai h'ai
[1 Non linéaire vis-a-vis des parametres a esti mer
[0 Changement de variables : J N
y(Kh) = ZaiY(Kh) > bjU j(Kh)+&(Kh)
=1 J:]_
a, ’BJ
Ny I
a = |h A<i<l| e« bj:lh A<j<) « da =1
aj y ai i=
n,. 4 n,
j=1h °! i=1h “
K N, K ng.
(0= 20" o0 -wn) e v 0= 3 (251 Ju(x -iom
k=1 k=0
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1. Discrétisation de I’ éguation
différentielle

» Optimisation sous contrainte

|

0 a=1-Ya = Estimationde 0, =(ay,--,a,,by,--,by )"
i=2

[] Regression linéaire

~

Y(er)"'Yl:H 0,

Y =[9(kh)...., 9((k + N)n)[" Yy = [Y(kh)..... ¥y ((k + N)R)]
-Y,(kh) + Yy (kh) =Y, (kh) +Yy(kh) Uy(kn) - Uj(kh) ]
Yo((k +)n)+Yy((k +Dh) - =Y ((k+Dh)+Yi((k +1)h)  Uy((k +Dh) - U;((k+2)h)
H =
v+ N+ ((k+ M) - =Yi ((k+ N)R)+Ya((k+ N)h) Ug((k+N)n) - Uy((k + N)R)]
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1. Discrétisation de I’ éguation
différentielle

» Estimation des parametres du model e recurent

0 Minimisation de lanorme de’ erreur de prédiction 6, :argmin(ETE)

~ —1
O Or:(HTH) HT(Y +Yq)

» Retour aux parametres du modele continu

(3 -2)h

n
do h 1

-Nn
| aqh ™

ah o2

(ap —1)h "2

-Nn
a1 h “92

el h_nal -1
a,h -1

(84 ~1h "

I 0 o
B =bj2.ai h i
=

Olivier Cois
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- - [ -n
0’1 —alh a|
0’2 - _a2 h_na|

n
d1-1] |-a4h
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2. Construction d’ une matrice de
regression continue

» Méthode directe
[1 Regression linéaire directe

D(nao))’(t) =-0 D(nal)Y(t)"“‘al p\ )Y(t)+ﬁ1 D(nﬂl)u(t)+"'+ﬁJ p\"3 )u(t)+e(t)

[1 Forme matricielle D(nao)Y =HO+E

0=l - a B - B
Y=[y(©) yh) ~ y(n)"  E=[e0) en) - e(nn)

pflio) - -DMh@) Dl - D™k
o -olabw) o —olul) ol ol
—D(no‘l)y(Nh) —D(no‘l.)y(Nh) D(”ﬁl)u(Nh) o) )u(Nh)
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2. Construction d’ une matrice de
regression continue

» Méthode directe

[ Estimation paramétrique

= Méthode des moindres carrés linéaires

—1
Oopt :(HTH) HT(DnaOY)

=> Les dérivées continues sont remplacées par |’ approximation

[] problemes d’ ampilification du bruit
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2. Construction d’ une matrice de
regression continue

» Méthode par intégration

[] Intégration préalable de I’ équation differentielle non entiere al’ ordre
le plus élevé du modele (Cl nulles)

a0 (1) +++++ oy D H0ly(t) = gy D0 e) .. gy DIV T lyfe) 1 Moy
[1 Régression linéaire (sousformematricielle) : Y =HO+E
0=[ay - a B - Bl
T n n n B
v=l0) y) - T E=[1™oe0) 1Toefh) - 1™og{Nn)

(e N ) (Na =Ny ) (Nan =4 ) (Nay =5 ) l
—| Vo 1y(0) ... —|Veo |y(0) | a0 ﬁlu(o) .. |Vao A u(o)
i _|(”ao_.”a1)y(h) _|(nao_.na| )y(h) |(”ao_'T/91)u(h) |(nao_riﬁJ )u(h)
__|(”ao‘ﬁa1)y(Nh) _|(”ao‘ﬁa1)y(Nh) |(”ao‘”/§1)u(Nh) |(”ao‘”/§3 )U(Nh)_
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2. Construction d’ une matrice de
regression continue

» Méthode par intégration

[ Estimation paramétrique

= Méthode des moindres carrés linéaires

-1
Oopt :(HTH) HTY

=> Lesintégrales continues sont remplacees par |’ approximation

|”f<t>=i§(—1>k[‘ ”]f«K—k>h>

h™" ko k
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2. Construction d’ une matrice de
regression continue

» Méthode par filtres de variables d'état non entiers

Objectif : estimer lescoefficients 0=[a - ay by - by]"

T(t)+ 2 DO>T(t) +ap D'T(t) +...+ apy DO2MT(t) = by pft) + by D*2eoft) + .. + by D= N )

= T(t)=-2 DT (t)-..-ay D2MT(t)+ by eft) +...+ by D Nit)

= 0o5r() - -DOSMT() o) - DOSNgr)]6 T
=o(t) 6 %
Ti (t) = -ay DO (t) -...— apy DOOMT; (i) + by @ (&) + ...+ by DO Nz () g
:[_DO.STf(t) . —DOSMT) @) - Do.5N¢f(t)]e
=5 (t) 0
13
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2. Construction d’ une matrice de
regression continue
> Estimation de la matrice de régression @z

_. Evaluation numérique des dérivées successives des signaux température et flux filtrés
- Utilisation d'un filtre de variables d'état non entier

X = [D(Nf _1)anf (t), p(Nf _Z)anf (t),.., D"z (t), (t)]
- Filtre de Poisson non entier

T

F(s)= L . of ™™
n N gxNg +Ci\|f o SX(Ns —1)+___+CNf_ woP(Ng=1) n N
[ S ] Nf f f
b, +1
G
__ Ne n _ ~Nf_ 2xn N nX(Nf —l) Nx Ny )
Cray SCo e G ok at
1 0 0
S d%)=| o 0 - |x()
0 0 1 0 |
nxN
+a)f f O ces e O]TZ(t)
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Modéle a erreur de sortie

| ntroduction

[1 Modeleissu de laforme modale développée d’ un systeme non entier
(forme diagonale de la représentation d’ état non entiere)

) P 0
D" (t) = xa(t)+Bault) Zf_l[p -

0 N k=1

y(t)=Ca XA( )+ elt)

[1 L’ objectif deI’identification est d’ estimer les parametres A, A, et n.

} o)+ o)

= {Z(t>+alo<1*“>z(t>+---+aND<N*“>z(t):ﬂou(t>+---+ﬁN_1D<<N-1>*“>u(t>
VOEEORED
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Programmation non linéaire

Estimation paramétrigque

[1 Algorithme aerreur de sortie

~ . K
0= arg(;nl n{ > (Ym&euré(kh) . Ymodéle(khie))zl
k=0

= Lasortie du modele est non linéaire vis-a-vis des parametres a estimer

[1 Algorithme d’ optimisation non linéaire (M arquardt)

, K-1
Jo =2 &(kh) S(kh,0): gradient
k=0
-1 PR o T .
0i+1=10; _{[Jae +£I] Je} JJgg =2 Z S(kh,O)S (kh,O): hessien
O:Qi k=0
S(kh,0) = w :fonction desensibilité delasortie
¢ : parametrede Marquardt
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» Leflux est appliqué al'aide d'une
micro résistance

CAOVE Olivier Cois

Application

Action thématique SDNE
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Application
» 2 enregistrements : estimation et validation (Ts=0.1s)

¢ Données d'estimation E .-J.ﬂlll

Ele Edit Tools ‘Window Help

DEeEd&8 "A Ay PP
| 4 Donnéesdevalidation =10l x|

18 : 1 I::-améns d're-siimatiu:«u Ble Cdt Jook MWindow Heb
= = = : DSEE A~/ PP

Données de validatian

0 10 20 30 40 S0 &0 70 a0
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Application

» Estimation paramétrique : M=3, N=1 (5 parametres)
T(t) +20.90D°°T(t)-1.04D*T(t) + 30.81D%°M T (t) = 6.22¢(t) -1.65D%¢At)

i x|
B o oot e sndoupuenor il x|
D& @ e e 1o =
D) 3 ] & B Edt Iook Window Hep
3 DSEE "ALA/ PP
015 = Sensitivity graphs
25} 1 : - : .' y v v
01 :
2 08
- B
g.- 1'5 e an DE
2 3‘ .,
2
1. . s
o & 04
= 3 .
| 2 =
05 -‘% % 02
e 41 (ﬁ
0 i
- PR .
015 ; :
Q5=
0 0.2
028
0
04 1 i i i 1 i i
0 10 20 0 40 50 £0 70 80
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Application

» Vadlidation du modele

=10 x|
] -t oo oroohe ourpoterror L x|
DS ES e e 1o gy 10 |
R e/ fmpubseresponse =10l x|
I— (D @ @ e Ede Took Window el
002 — DedE8 YA A/ 2P
25} 20—
Impulse response
uﬂl e u - ':'I]"B T T ': Ir T T
- | S :
2 ol :
DV ! R 0014 ;
- E-II] o :
g 18 = 0012 :
2 g 001 o0 |
. .. .. L. :
= ' z 'E?D-z oo
S oot i
OB----- 0r— 0.008 ,
003} i §
0 _/ - 0.006 j
@ 100} :
Q04 = :
-D.Eu— £ .150l- 0.004 |- i
oosl— 200 |- 5
. 0.002 :
‘I-:Iih u I! A A A i. i L
0 5 10 15 20 25 30 35
CPOHE
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Expression desmodeles non entiers

m) Fonction de transfert rationnelle

ByaS M+t B,

H(s)=

na na_
S™+q, SN +.+a,

=) [Forme modale développée

H(g)=Y A

=) Forme modale factorisée

=1 S _A|

ANZ (s“—zl)
ol

Olivier Cois

D(s“—AI)
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> Intégration non entiere

[Liouville, 1832]

Dérivation non entiere

vt
n -1 r _
nt0)= 5 [ UL dr =
F(n) to (t = T)
produitde convolutio
‘ J
Bl | 4"‘
0.9 /}“V‘
~—— 0.8 71
07 /_/ {‘,"!‘\
~—— 0.6 Tl
0.5 S o /A
04 ey
— 0.3 — T
02 1 /Il
— 01 ey S
== /1)
A
— / / /|
—
40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 -5 0
. temps : _»
Olivier Cois Action thématique SDNE

t 1
jto (n)(t-7)""

o

J

facteur d'oubli
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Dérivation non entiere

» Intégration non entiere

A t t
[Liouville, 1832] |tr;f(t): ﬁ I ( f(gl)_n dr = I - )(1 jin f(r) dr
to (T—T7 to N\t—7
\ produitde convolutio J i facteur d'oubli

» Transformée de Laplace d une intégrale d' ordre non entier

;f{lgf(t)}: Iowe'g[ljt fr) drjdtzlnF(s)

r(n) Jo(t-7)t" S
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Dérivation non entiere
» Dérivation non entiere

DN f (t)é (ij +1(| 1-(n-[n]) ; (t))

lo dt )
A m
Dt?)f(t): - (ﬂj [

I(m-n) dt

» Transformée de Laplace d une dérivée d’ ordre non entier

t>tg
jt f g_T()m_n) dT] ol <n>0
to(t-7) (m=|n|+1

Ap2t () =s"F(s)- Y sm kDK (o 1)

3
H

+*
avec {nDR

m=[n]|

t=0"

1
o
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Dérivation non entiere et systemes thermiques

» Milieu semi-infini mono-dimensionnel

i 2
oT(x,t) 0 T(x,t)’ 0<x<o0, 150
ot x>

I
A

T(x,t)=0, 0< x<o,t=0
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Dérivation non entiere et systemes thermiques

T -X./S
> Milieu semi-infini mono-dimensionnel H(x,s):T(X’S) = 1 e %

— X

_TOs)_ 1
0) H(0,s)= #(s) —\/gm T(O,t):ﬁlo'%(t)

— X >0: déeveloppements en série

- développement naturel - déeveloppement issu de Padé
X
| o2l
Hyk (X, E,akskl H(X’S):\fs//\,oc X [s
| \/Ap Cp 20 Y 2 %a
N k Xk K '
A = (_1) ak/zk! § a-k Sk/2
I:TZ,K (X’ S) - Kk:O
VAP Cp Z‘ a;(‘s(k+l)/2
k=0 K
- /2
ay = (-1 (Xklzl,
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Dérivation non entiere et systemes thermiques

» Milieu semi-infini mono-dimensionnel K =5 x=1mm

CPOSE.

0 T T T T
H
50 g Sk My b
—~ “.‘ . H
J 100 I AN P ’
% ; \‘M"%h\q:',. ;
O R
-150 I
- 1 0 1 2 3
10 10 10 10 10 10
Fréquence (Hz)
200
0 e =
—~ [ f
O\/ vu:: :. -
& T R
@ -200 iy
e N
o Y
-400 <
-600 -1 0 1 2 3
10 10 10 10 10 10
Fréquence (Hz)
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Dérivation non entiere et systemes thermiques

» Milieu fini mono-dimensionnégl

S —>
T(x )_cosh[(e X) .
H(x,s) 56 - . () | O X
/\(sinh(e = g >
a a ]
e
— X =0: impédance thermique
- développement naturel : transfert entier
K
> ay s
Hik (0,5) = ——=° . comportement asymptotique
k+1 different du modele analytique

e
2K /\Za(2k+1)aks
(2k)raX k=0
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Dérivation non entiere et systemes thermiques

» Milieu fini mono-dimensionnégl

- déeveloppement spécifique : transfert non entier

—~ (O, s) : exp[Ze\/gj +1

H(0,s)= =
#(s) A\F[exp[Ze\F]—lj
a a
S
1+ s etk
~ = e
HZK(O’S): Kk .1 _k' K/?2
/\Zaks(k+l)/2 a
k:1\/E

— méme comportement asymptotique gque le modele analytique
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Dérivation non entiere et systemes thermiques

» Milieu fini mono-dimensionnel K =5 e=1cm

CPOSE.

'20 T r rt
H
-40 ——=H |
@ -““'H"h‘,‘h . H2
E -60 T Tam SV
8 -n---.-_h.‘_q.‘. e
-80 ey o
-100 ; . 5
10 10 10 10 10
Fréquence (Hz)
-20
4
40 s
—~ ppfTi T no
S et :
-80 e ra R
-100 ; ) .
10 10 10 10 10
Fréquence (Hz)
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