
Résumé— L’article proposé ici concerne
l'approximation  de fonctions de transfert en 1/f à l'aide d’une
cascade finie de cellules élémentaires passives. Sans
spécification particulière, le problème de l'optimisation d'un
critère d'écart ne peut pas être bien défini. On utilise alors le
résultat obtenu en ne considérant que la seule approximation du
gain. A partir de la représentation asymptotique du gain du
réseau, il a été montré précédemment que les paramètres des
cellules obéissent à une loi de récursivité dont le paramètre est
fonction de l'écart de gain. On conserve, ici, le principe de la
récursivité des cellules et l'on recherche la valeur optimale du
facteur de récursivité en minimisant un critère global qui prend
en compte simultanément les erreurs de gain et de phase. La
solution obtenue est du type min-max sur ce critère global
d'écart entre les transmittances.

Mots clés—non entier, modélisation, approximation, cellules,
récursivité, optimisation

I. INTRODUCTION

Il est généralement obligatoire d'élaborer des modèles
aptes à représenter les processus étudiés. En ce sens, les
modèles linéaires ARX, ARMAX à coefficients constants ont
connu un grand succès du fait de leur capacité à caractériser
une assez grande variété de comportements dynamiques.
Leurs propriétés ont fait l’objet de nombreuses études et leur
applications sont extrêmement variées. Pourtant ces modèles
sont quelques fois inadaptés car ils ne rendent compte, par
exemple, que de grandeurs à corrélation exponentiellement
décroissante. Or, dans des domaines aussi variés que
l'hydrologie [HUR 65] , l'électronique [VAN 88], la musique
[VOS 75]  [VOS 78] , le trafic routier [ROY 97], la mécanique
des fluides [SCO 95] [ABR 97] , les réseaux de
télécommunication [WIL 95] [RIE 97], … il existe de
nombreuses situations qui engendrent des comportements
n’obéissant pas à ces modèles aussi simples. Cette liste n'est
pas exhaustive, et la littérature sur le sujet est très vaste.

Il existe, entre autres, une classe de signaux exhibant un
comportement « longue mémoire » dont l’étude justifie de
nouveaux modèles. La recherche de modèles dynamiques
aptes à engendrer ces signaux a suivi plusieurs voies. Certains
de ces modèles sont à dimension finie, d’autres à dimension
infinie, à coefficients constants ou non. Parmi eux, on peut
noter plus particulièrement celui issu de l’équation
différentielle de Langevin [KOY 93], dans lequel la sortie à

mémoire longue est obtenu par sommation d’un nombre infini
de grandeurs correspondantes à des sorties de systèmes
linéaires du premier ordre dont les coefficients obéissent à
une loi de récursivité. Dans [CAR  ] et [MAG 97] il s’agit de
construire un modèle différentiel correspondant au modèle de
Barnes et Allan défini, au départ, par sa forme intégrale.
D’autres modèles  [YAS 97]  [GUG 01] utilisent  un système
linéaire non stationnaire (coefficients en puissance de t).
Enfin, les modèles dynamiques d’état utilisant l’algèbre
(Max,+) sont aptes à engendrer des signaux en 1/f [CHA 99].
Tous ces modèles ont en commun d’être le résultat
d’agrégation de cellules élémentaires du 1er ordre du type
ARX (Barnes Allan, Langevin) ou ARMAX (Euler-Cauchy
généralisée), les paramètres des cellules de base étant
constants (Langevin) ou variables (Barnes Allan, Euler-
Cauchy généralisée).

Pour [KES 82]  et [OUS 93], la mise en cascade d’une
infinité de cellules du premier ordre à coefficients constants
produit une sortie ayant cette propriété de "non entier" au sens
où la transmittance est en 1/fγ. Généralement, la bande de
fréquences pour laquelle ce comportement est désiré est
limitée. Même avec cette limitation, le nombre de cellules
pour obtenir ce comportement parfait est infini. En pratique,
la réduction à un nombre fini de cellules ne conduit donc plus
qu’à un comportement approximativement en 1/f. Si ce
procédé de synthèse est simple et utilisé dans certains
contextes, il présente plusieurs inconvénients dont le
principal réside dans l’absence de contrôle de la précision
obtenue sur les caractéristiques spectrales (par rapport à la
valeur théorique).  En effet, la précision du comportement
spectral de la transmittance qu’implique, en pratique, le
nombre forcément fini de cellules ne peut être pré-
déterminée.

On est donc amené à poser le problème de la recherche du
réseau qui garantit une précision donnée, ceci sur une bande
de pulsation fixée par l'utilisateur. Même avec un réseau fini
de structure fixée, la détermination des paramètres (nombre
de cellules et pulsations caractéristiques de chaque cellule)
qui minimise "l'écart" de gain conduit à un problème
d'optimisation dont la solution est quasi impossible à obtenir.
La démarche pragmatique retenue a consisté à ne considérer,
initialement, que l'écart de gain , celui du réseau étant
assimilé à son gain asymptotique : ce qui conduit à une
solution géométrique directe simple. On montre que les
cellules se déduisent alors récursivement les unes des autres.
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Il en est déduit alors la précision "optimale" de gain obtenue
pour un nombre donné de cellules [GUG 01]  L'approximation
sur la phase, non contrôlée, est alors la simple conséquence
du résultat précédent. Elle peut être non satisfaisante. La
contribution dans cet article concerne la prise en compte de
l'approximation conjointe gain et phase. Pour cela, il est
considéré un réseau récursif de cellules de paramètre de
récursivité ρ. Une procédure de min-max peut être alors mise
en œuvre. Sur la bande de pulsation considérée, un critère
pondérant l'écart de gain et de phase est défini. Le paramètre
optimal est celui qui minimise, sur l'intervalle de pulsation, le
maximum du critère.

L'article est décomposé comme suit : après avoir posé le
problème et défini le critère global à optimiser (section 2), il
est rappelé la solution asymptotique qui prend uniquement en
compte le gain du réseau. [GUG 01]  (section 3). Il est montré
que les cellules obéissent à un loi de récursivité dont le
paramètre est fonction de la précision demandée sur le gain.
Dans la section 4, en gardant cette structure récursive du
réseau, le problème de l'optimisation globale, par rapport au
facteur de récursivité, est résolu à partir des expressions
analytiques des écarts de gain et de phase. Une solution par
voie numérique est présentée. Des synthèses illustrent les
différentes étapes.

II. POSITION DU PROBLEME

Considérons une cellule du premier ordre :
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Pour N cellules découplées mises en série, on a :
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La fonction de transfert théorique, que l'on cherche à

approcher, est :
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on définit :

• L'écart de gain: ωγω 10log)( −= Ng Ge
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Où )(ωϕN est la phase de )( ωjHN .

L'approximation est représentée par la fonction :
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Le problème revient donc, en pratique, à rechercher N (non
fixé a priori  ) ainsi que l’ensemble couples [ ]21, ii ωω  tels

que )(max ωω NJ  sur l'intervalle

[ ]maxmin , ωωω ∈ (choisi par l'utilisateur) soit
minimum, ceci sous la contrainte structurelle (1).

Ainsi posé, ce problème requiert l'optimisation
paramétrique par rapport à 2N+1 variables indépendantes,
nombre qui peut être très important.

III. APPROXIMATION DU GAIN

Pour certains problèmes (tel que la synthèse de
signaux) , la seule approximation du gain

)1( =λsoiteg peut être considérée. Malgré tout, la

recherche de l'optimum  n'est pas simplifiée pour autant.
Compte-tenu des positions relatives du gain exact et
asymptotique d'une cellule, on peut chercher à résoudre, alors,
un problème plus simple qui garantit la précision "réelle".

Etant donné une précision ε donnée sur le gain, on cherche le
réseau tel que :

εωγϖ <− )(log)( 10jGN      (4)

pour [ ]maxmin , ωωω ∈

sous la contrainte structurelle (1).
Pour simplifier la recherche des paramètres du

réseau, la réponse en gain de la transmittance )( ϖjH i est

évaluée par son approximation asymptotique, ce qui conduit à
:



εωγω <− )(log)( 10jGa
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Compte-tenu des positions relatives des gains exact et
asymptotique de chaque cellule, il est clair que la solution de
(5) vérifie (4).

Figure 1 : Comparaison du lieu réel et asymptotique d'une
cellule.

1. Résolution asymptotique :

 La solution de (5) est obtenue par une simple
résolution géométrique directe:

Figure 2 : Représentation géométrique

On obtient, par récurrence, les coordonnées des
points d’intersection entre le lieu asymptotique (de pente -1)
et les droites de pente γ− situées à une distance ±ε de la
droite de référence.
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Figure 3 : Comparaison du comportement fréquentiel du
réseau par rapport au comportement théorique

Exemple : Pour une valeur de ,3.0,3.0 == εγ

sur une bande de pulsation de 10-10 à  10+10, il faut 8
cellules.

2. Propriétés :

Ces expressions mettent en évidence plusieurs
points :

• Pour que la solution existe, il faut que
1<γ

• Le nombre de cellules est proportionnel au
nombre de décades fixé par l’utilisateur .

• Il dépend de la précision ε demandée. Pour γ et
ε fixés, le nombre de cellules ne dépend que de
l'intervalle de pulsation.

• La répartition est linéaire dans le plan log-log.
La distribution des cellules est donc récursive, le
facteur de récursivité dépend d'ε. Le rapport des
pulsations de coupure haute et basse  est
constant et égal pour toutes les cellules.

3. Nombre de cellules :

Le nombre N de cellules est obtenu lorsque la bande
de pulsation { }maxmin , ωω est entièrement
recouverte. Sur un axe logarithmique :
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4. Nombre de cellules en fonction de γ :

Pour une précision ε donnée, le nombre de cellules
nécessaire N varie fortement en fonction de γ  (cf :  figure 4
par exemple)

Figure 4 : Evolution du nombre de cellules N
en fonction de γ . (ε  =0.05)

On peut rechercher la valeur de γ qui
nécessite le maximum de cellules. Le pas
d'incrémentation des cellules est :
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Le nombre maximal de cellules est donc

obtenu pour *γ  qui minimise la fonction :

)1(
1

)(
2

γγ
γ

γ
−

+
=f

Soit  *γ est solution de :
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4. Evolution de N en fonction de ε :

Le nombre N est fonction " hyperbolique "
de la précision ε . Quand on fixe ε a priori, cette méthode

permet de calculer le nombre  de cellules qui garantit cette
précision.

Cependant, en conservant ce nombre N, la précision
est généralement meilleure. En terme d'utilisation pratique
dans la conception, l'utilisateur peut préférer choisir le
nombre N de cellules et obtenir la meilleure précision
possible sur le gain. On peut donc poser le problème en
termes suivants :

Pour  un nombre N de cellules fixé, la

précision maximale *ε  (asymptotique) obtenue est donnée
par :
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Figure 5 : Evolution de la précision maximale en fonction du
nombre de cellules.

IV. OPTIMISATION GLOBALE

1. Précision réelle :

La réponse fréquentielle exacte du réseau est :
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L'erreur sur la phase est évidemment non optimisée.
Une petite variation de précision ε permet d'obtenir une
meilleure approximation de la phase.

 Figure 6 : Evolution de l'erreur de phase en fonction de la
précision ε sur le gain.

2. Optimisation :

La formule (5) relie la précision de l'approximation en
gain ε au facteur de récursivité ρ des cellules. On peut donc
considérer un réseau récursif caractérisé à l'aide des deux
seules grandeurs : N nombre de cellules et ρ facteur de
récursivité.

Compte-tenu de tout ce qui précède, la recherche
d'un réseau "optimal" de N cellules revient à chercher le

paramètre ρ* tel que :
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Toutes les expressions sont analytiques . La recherche de la
solution optimale peut donc être faite via des techniques de
programmation non linéaire classiques. Mais ces techniques
sont généralement sensibles à la présence d'extremas locaux.
Or, par construction même, la fonction )(ωNJ admet, ici, de

nombreux minimas/maximas  locaux par rapport à ω, comme
le montre l'exemple suivant :

Figure 7 : Evolution du critère JC  en fonction de la pulsation
pour un facteur de récursivitivé ρ fixé (λ=1)

Dans une première approche, nous avons donc choisi de
tabuler le critère JC sur une grille
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Figure 8 : Evolution du critère max JC en fonction de ρ (λ=1)



Lorsque le paramètre de pondération λ  varie, la solution
optimale ne change que faiblement comme l'illustre l'exemple
suivant :

λ ρminmax |eg|minmax |eph|minmax(rd)

0. 2.855 0.169 0.399
0.5 2.804 0.167 0.4
0.8 2.82 0.1654 0.4225
1. 2.75 0.1618 0.443

Tableau 1 : Evolution de l'optimum en fonction
γ=0.3, Wmin=10^-10, Wmax=10^10, N=7

Commentaires :

• A titre de comparaison, la recherche basée sur
uniquement l'approximation du gain à partir du lieu
asymptotique du réseau de cellules donne : ρ=2.395,
|eg|max=0.25, |eph|max=0.45.

• L'erreur de phase se trouve essentiellement à la pulsation
minimale ωmin  très peu sensible au facteur de

récursivité.
• Les fonctions sont toutes analytiques. La mise en œuvre

d'un algorithme d'optimisation du type programmation
non linéaire classique est possible en prenant comme
point de départ  celui obtenu avec la seule approximation
du gain avec lieu asymptotique. Ce point, relativement
proche de la solution optimale devrait éviter les
convergences sur un minima relatif. L'utilisation
d'algorithme génétique est envisagée.

V. CONCLUSION

Le travail présenté porte sur une technique
d'approximation d'une fonction de transfert du type 1/f par une
transmittance rationnelle composée d'un réseau de N cellules
de structure identique. Ce qui conduit à une paramétrisation du
réseau par un seul paramètre : son facteur de récursivité.
Cette simplicité dans la caractérisation permet d'obtenir un
réseau optimal par une simple procédure d'optimisation. la
difficulté de la recherche de l'optimum, lié à la multitude
d'extremas locaux, est résolue grâce à une bonne initialisation
obtenue par la solution du problème d'approximation gain
simplifié par la représentation asymptotique du gain de la
transmittance rationnelle.

La recherche de l'optimum ne prend pas en compte le
fait que le critère est analytique. L'utilisation d'autres
techniques d'optimisation (programmation non linéaire,
algorithme génétique) est envisagée.

Ces résultats sont en cours d'application dans deux
domaines. Le premier concerne la synthèse temporelle de
signaux dont la densité spectrale Q(f) est en 1/fβ. Le second
concerne l'identification des systèmes décrits par des
transferts non entiers pour lesquels la qualité de l'estimation
des paramètres est liée au degré d'approximation des
puissances non entières du transfert.
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