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Rappels

Un P.S. STATIONNAIRE X(t) esta mémoire longue si: lim IOT | p(7) |dt =0 quand T—oo

ou p(t) est la fonction d’auto-corrélation de X(t) indépendante de t.

Extension :
Un P.S. NON- STATIONNAIRE X(t) esta mémoire longue si: lim IOT | p(t, t+1) |dt = oo quand T—o

ou p(t,t+1) est la fonction d’autocorrélation de X(t) dépendante de t.

Par exemple un processus tel que : p(t,t+t) cc g(t) T * poura € 10, 1,

Rappels :
Un P.S. X(t) est auto similaire au SENS STRICT si :

vV a>0, X,=atX(at) de parametre d’autosimilarité H
Un P.S. X(t) est auto-similaire au SENS LARGE si :

vV a>0, et V t, t, le processus aH{X(at,), X(at,)} a les deux mémes premiers moments
que {X(t,), X(t,)}
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Les modeles standard de la longue dépendance

Mouvement brownien fractionnaire, : Le mouvement brownien fractionnaire By,(t) est un processus
stochastique parametré par un scalaire H]O; 1[défini par :
By, (t)= UT(H+1/2) [J 0| t-t | H2-| ¢ | H-v2 d B(z) +[ t| t-¢ | H12d B(x)]
Pour le MBF p(t,t+1) oc H t@-H) t-0-H) pourH € ] 0.5, 1 [
Cf: MANDELBROT VAN HESS 1968
Non stationnaire, auto similaire.
Cas particulier
H = 1/2 redonne le mouvement brownien ordinaire..

bruit gaussien fractionnaire :, les incréments de BH(t) définis comme

G (t) =B,(t+A) - B,(t) estun P.S. Stationnaire, auto similaire et a mémoire longue pour H>0.5
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Les modeles standard de la longue dépendance

Intégration non entiere :
on définit ainsi le processus stochastique de Barnes-Allan H €]0; 1[ : (Barnes et Allan 1966)

A, ()= UT(H+1/2) [t -t | *v2d B(t)
Lien avec I’intégration non entiere : | = 1/T°(v) IOT (t-t)v dB(x)
Non stationnaire, auto similaire.
Cas particulier
Ses increments sont aussi non stationnaires.
Bonne approximation du FBM..
Intégrateur discret non entier : (Guglielmi et al. 2004 IC2)

H(z) =1/(1-zY4 d € % =2 H(2)=1+ZT'(I+d)/ T'( d) T(I+]) z*
a rapprocher de la formule de dérivation non entiere.

Réponse impulsionnelle h(k)= I'(k+d)/ I"( d) I'(k+l) H(z) stable si d<1
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Les modeles standard de la longue dépendance

Y (z) =H(z) € (z) = P.S. de fonction d’autocorrélation :

Modéle FARIMA :

H(z) = (1-z1)9A(2)/B(2)
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Les modeles de la longue dépendance

Dynamique (max, +) pour la longue dépendance : (Chapeau Blondeau 1999)
Le modeéle d’état de base :

X(k) = X(k +1) + &(k) ;
Y (k) = max[Y (k - 1); X(k)] ;

y(k) =Y (k)- Y (k-1);

Non stationnaire, auto similaire.

; ?u ou OO ]
}' T T T T T T ] 'I_'I.-
T a.-. TOO 000 ]
— B
JJJII[LIIIII - {
w0 mu: 5:'.1.- a_v.:u uu: 51'..'l'. BO00_T000 i
Ub

4
indice k

Fizure 1.1. Che réalisamon duy g".a !.- () s Eqs. (T.9)—1.11) quand
rik] = 1, reprdsannla si -f maervallar a’r NSNS CTOLIINGS
frilar



Les systemes a dérivées non entieres : théorie et applications : 6 Novembre 2006

Modeéle linéaire non stationnaire

Définitions : Soit le systeme linéaire :
dX(t) = F(t) X(t) dt + G(t) dB(t) pourt>t,

y(t) = C X(1)

Dim X(t) =n
Ou F(t)= diag(y,/t) et G(t)=[...y,t"?...] et C=[1...]

Avec X(to) est un vecteur aléatoire indépendant de B(t). Ses caractéristiques
sont :

E {X(t5) }= my(ty)
E {X(t) X(t) "}=V;;
Condition d’existence :

jtltz CZ(yZi - yli)dC

Pour n=1; d x(t)=vy,,/t x(t) dt + y,, t*?1d B(t)
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Modeéle linéaire non stationnaire

Autocorreélation : (NORET 1999)

De Iétat : E{X()X(O)T}=0(t",)E{ X)X} et de la sortie E{y(t)y()}=CE{ X)X ()T} C T

Variance : [E{X(O)X()T}H;=(t/t)™" 71 V+o?ygy,tt V[ g2+ 2+ g

SOitJ |, e[1,n1*[1,n] tel que : =-1
{(@ J)}[ I*[1.n] tel g Y20YZJO Lo 110



3.2.2. Moments d’ordre 2

L’expression générale du moment d’ordre 2 de 1’état X () est donnée par :

. e ; \Yii 15 . ¢
| AL Y] Vois + Vo —F1:—3
IVEJX{I]X(I}T }:| =| — ‘ Vu -p-ﬂ.-z'yy?a‘jf Jra zi tFej—Fu f!_rdr
i [4

. i L I;

s

4

i

Soit 3 = i(_ig,jﬁ}e [l,n]x[I,n] tel que Y2iy ¥ 72j, =Tty ~V1j, = —IJE

Un simple calcul conduit a :

i+ YIi+H i P
V(i, j) e Jg k{)((r}X{r}T }L = [L l Vii +o-2_v3i-;.r3jr ]n{—w
I J

1]

o +;r2j +1

RUMER HX(I)X&)T}]U: oy

+75
o e e 1+I?’1r hj‘gfjﬂl]
Fad *rj =iyt

J_ PRI+ i—rti—rijtl
| Vi it

VR LT

VLi+HL e b Ak . _ap
gy fzﬁfzi\;}ﬂr r1j +1 I

tIvVec é't!j“l} =




Les systemes a dérivées non entieres : théorie et applications : 6 Novembre 2006
Modeéle linéaire non stationnaire

Pour la sortie, on a :
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3.2.3. Autocorrélation

L’ autocorrélation de 1'état est :

Ex )X b= o DEX X0 }

Soit :

11



Les systemes a dérivées non entieres : théorie et applications : 6 Novembre 2006
Modeéle linéaire non stationnaire

Autocorrélation de I’état .
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L’autocorrélation de la sortie (1) est alors :
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Modeéle linéaire non stationnaire

Autosimilarité :

Les  conditions d’autosimilarité  sur  Jes deux

de y(t) conduisent & [NOR 99] : PRI moments

Pour que y(1) soit autosimilaire, il faut et il suffit que -

Jg=0Yije [!,.rz_f:f[l,n] ¥ai +
Hymy (4)=0
i)Vieln] yy=ryety—yy-teo
“ o2
Va,+Va  +1
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Sous toutes ces conditions y(t) est autosimilaire de parameétre H = »_ +

1
A 2 *
I
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Modeéle linéaire non stationnaire

Mémoire longue :
1) Si y(r) est auto-similaire :
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Ce qui conduit a :
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avec ax=y; +=

La sortie y(f) est & mémoire longue si :

0= =1 C}mﬁx;i}fui;?y? _%
jefn]
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Modele linéaire non stationnaire
Mémoire longue :
ii)  Si y(t)n’est pas autosimilaire
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Modele linéaire non stationnaire
Mémoire longue :

et on montre que [NOR 99] :
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y(t) est a mémoire longue
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Modeéle linéaire non stationnaire

Remarque :

3.3. Limite quand t, — 0
Si t, tend vers zéro, le processus stochastique y() peut étre defini S

i) I'intégrale stochastique est définie au sens de L. Pour cela, il faut et il suffit
alors que :

vieln] yu-n +% )

ii) Le terme correspondant & la réponse a la condition initiale existe, ce qui
conduit aux conditions nécessaires et suffisantes :

Vielln] 7;<0 ou x;(0)=N(0,0)
Sous ces conditions, il est aisé de montrer que le processus :

}’:,(I)'IIT’* Yo(?)
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